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Desting a des étudiants de 187 cycte (BTS, IUT) et and ovele
(maitrises; formations d'ingénieur), c8 COUrs d’ Automaticue s'adresse
aussi aux ingénieurs et techniciens en activité et aux stagiaires de formar
tion continue. St

Ce tome 1 expose les principes mathématiques utilisés actuetlemsl i
“pour l'étude des signaux st des systemes, avec une approche « techni-
que ». |i se veut un ouvrage d‘outils pour’ aborder la commande: de
processus et I'identification et plus généralement le traitement’ d
- signaux continus et discrets, le calculateur numérique, désorma
ires répandu dans les Universités et ‘fe’secteur. industriel induit de

nouvelles méthodes d'analyse et de traitemnent deg problémes.

Un etfort tout particulier & &t6 fait pour rendre accessibles des-

notions réputées difficiles. Des exemples et exercices résolus illustrent
os themes traités L

"s:_ig'nau'x- : continus, discrets, échantiltonnes ;
transformées en théorie du signal : C, L, Z, F;

 représentation et réponse des systémes continus et éehantillon:
" variables d"Etat ; - .

méthode des moindres
mes pilotés par calcula!
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AVANT-PROPOS

Ce livre présente un ensemble d’outils utiles dans I'étude de la commande
des processus et leur identification, ou, plus genéralement, dans le traitement
des signaux discrets et continus. C'est i dessein que les mathématiques voisinent
avec la technologie.

L’ouvrage rassemble des chapiires enseignés dans les TUT, BTS, ainsi que
dans les maitrises scientifiques et écoles d’ingénieurs, .

Le développement des moyens de traitement numérique (microordinateurs)
et 'existence de nombreux logiciels va dans le sens de I'étude des systémes
directement dans le domaine temporel. II nous est apparu important de rendre
accessibles les concepts associés & I'utilisation généralisée de l'ordinateur.

Ce cours, a caractére pédagogique, s’attache 3 :

¢ dégager les régles communes a des ensembles qui paraissent hétérogénes
en évitant le flot des détails

* exposer en détail au contraire certains points délicats et cela avec des
exemples

* solliciter la participation du lecteur qui trouvera en face du signe 7 placéd
en'marge, des exemples concrets ou des exercices simples qu’il pourra résoudre.

Le niveau mathématigue de certains chapitres ne doit pas effrayer, la
, complexité n’est due qu'd un manque d’habilude. Nous recommandons la
persévérance dans I’étude des chapitres consacrés aux distributions et aux
variables d’état.
Les deuxiéme et troisiéme tomes, consacrés 4 la commande des Processus et
a I'identification, utilisent abondamment les résultats développés ici.

E’ouvrage comprend 6 parties.

* La premicre est consacrée 4 la description des signaux. Nous y avons
introduit la notion de « distribution », La plus connue est celle de Dirac qui
représente le signal impulsionnel. De pius, interaction des signaux et des
systemes décrite par le produit de convolution se situe en fait dans le champ
des « distributions » ptutdt que dans celvi des fonctions. Il convient d’initier les
étudiants de premier cycle 4 cette théorie certes difficile mais néanmoins
abordable si on en privilégie I'aspect concret.

® La deuxitme partie traite de fa représentation temporelle des signaux et
des systémes.

La réponse impulsionnelie et le produit de convelution sont présentés.
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¢ certains
renseigne-

Note au lecteur

Le Tome 1 présente des outils 2 usage général. Il ne concerne pas les seuls
automalticiens, mais tous ceux qui étudient les phénomeénes & l'aide de modeles,
qu'ils soient €lectroniciens, biologistes ou méme €économistes,

Les Tomes 2 et 3 s’adressent plus particuliérement aux electroniciens et surtout
aux automaticiens,

lls trajtent la Commande des Systémes ¢t leur Identification.

Aprés 'exposé des méthodes classiques, fondées sur la représentation fréquen-
tielle, sont présentées les méthodes actuelles de pilotage et d'identification des
Processus qui sont basées sur I'utilisation de Pordinateur,

Plan du Tome 1

Signaux et Systémes

1" partie : Description des signaux

Le signal, porteur d’énergie et d'information est décrit dans le domaine tempore}
et dans le domaine fréquentiel,

2° partie : Représentation temporelle des sighanx et des systémes & temps continu
el & temps discret

L'utilisation de pius en plus courante de Pordinateur passe par une représentation
temporelle des relations entre systémes. L’équation récurrente en est la forme
standard,

3° partie : Représentation fréquenticlle de signaux. Fonctions de transfert des
systémes

Le domaine fréquentiel est le domaine privilégié de représentation des systémes
et des interactions avec les signaux. Les transformations de Laplace, de Fourier,
en Z, et une transformation moins connue mais indispensable en régime sinu-
soidal (transformée Cissoidale) ont entre elles une profonde unité,

4" partie : Réponse des systémes

La résolution de I’équation différentielle ou de Péquation récurrente fournit la
réponse d’un systéme 4 une excitation,

L'usage de I'ordinateur permet la simuiation de systémes complexes ou non
linéaires,

5 partie ; Approche moderne des systémes

La représentation d'état d’un systéme
comportement ; efle e




& partie: Technologie des systémes pilotés par calcolateur

Létude théorique. indispensable pour {a maitrise des systemes, ne suffit pas au
concepient. Les renseignements pratigues, dispersés dans de nombreux
documents ont &té réduits icl & V'essentiel.

Plan du Tome 2

Asservissement ~ Régulation :ﬁ TON
Commande analogique :

17 partie Asservissement—ﬂégnlation: les concepis .

Elle précise les buts de 1a commande €t P'organisation de la structure bouclée

dun asservissement. Le signal de commande est calculé & partir de 'écart .

observé enire Vobjectif poursuivi et le résultat réeliement atteint. Chap. 1.
2 pariie Les processus & reguler o

Seuls, leurs modéles liriéaires seront utilises, parmi lesquels., ceux du premier €t

du second ordre soni privilégiés, Pour les systémes d’ordre supérieur, nous

introduisons la notion de poles _dom;inant-s‘_L’cffet d’un retard pur est analysé.

3¢ partic : Les performances des systémes analogiques régulés

Un sysiémes doit gtre stable, précis (vis-a—vis. d’une consigne d’entrée), insensible

aux perturbations. et it doit répondre' rapidement. Le signal de commande doit - Chap. 2.
cester dans des lmites acceptables pout eviter 1a saturation des amplificatevrs

et ia fatigue excessive des actionneurs,

4 partie: La commande analogique

Le role et les méthodes de synthése du. correcteur analogigque P.LD.

_abandamment répandy dans Pindustrie, sont exposés. La synthése programmeée

sur ordinateur est donnée en détail.

Plan du Tome 3

Commande par calculateur

Tdentification :
5 partia:_La--_commanﬂe numérique : 2¢
On 'pré'cis'é 1es concepts de commande pumérigque « yraie ». La méthode de et
synthese des correctenrs numériques est sxposée, CO qui conduit aisément a -
Péquation de récurrence 3 programmer dans {e calculateur. Chap. 3. ]

6° partie _Commande dans ’espace d’état

Les éléments relatifs a la commande par retour d’état y sont regroupés. Les -
points essentiels de commandabilité, cbservabilite, reconstruction détat,... -
indispensables en commande ‘multivariable, sont studiés dans Ie cadre :
monovariable qui caractérise notre OUVIAge.

7° partie: 1dentification . Chap. 4. I
On présente quelques méthodes de Pidentification. On obtient le plus souvent:

les parametres du modtle L_mathématique) d’un systeme (phy sique) par des gssais’

de laboratoire et par étude de la réponse 4 des signaux d’exciiation appropriés.i{
La méthode statistique, basée sur les moindres carrés, identifie I¢ processus sous "
ia forme d'une gquation tecurrente, forme parfaitement adaptée au caleul de la
commande. o - ;




TOME 1. SIGNAUX ET SYSTEMES

1™ partie : Description des signaux

Chap. 1. Le signal décrit par unc fonetion .

1. Le signal analogique
2. Le signal numérigue

Chap. 2. Le signal décrit par ane distribution : Initiation 4 la théorie
' des distributions

- Defmitions préfiminaires : qu'est-ce gu’une distribution?
. L'ensemble D des fonctions de départ

. Défnition d’une distribution sur T

. Les conventions des physiciens : mises en garde

- Quelques propriétés (utiles en théorie du signal)

. Dérivée d'une distribution

o DD 00 -] -2 LA

—

2° partie : Représentation temporelle des signaux
et des systémes & temps continu et & temps discret

Chap. 3.

3. L'impulsion unitaire. Impulsion de Dirac . . . ..
4. Le signal harmonique ou sinusoidal
5. Autres signaux

Chap. 4. Les signaux a temps discret
1. Echantiflonnage

2. Numérisation

4. Les signaux numérigues fondamentanx . .
5. Conversion analogique-numérique et numérique-analo-

gique




X Table des matiéres

Chap. 5.  Les systémes: classifieation ... ... coaieia s 34
1. Classification des Entrees-50THES - o vu i 34
3 Les systémes monovariables .. .......oooceoern 34
3. La relation entrée-sortie des SLTL «oooeeiivoiener 36
Chap. 6.  La réponse des systémes : Convolution .........-vvmvvees 37 : Chap. 10,
1. Définition du produit de convolution. .......ovenvns 37 a
2. Quelgues propriétés. Convolution avec impulsion de
DITAC . v vememe e snanas ot 38
3. La réponse impulsionneile d'un §.LTJI causal........ 39
4 La réponse d'un SL.TL causal 4 une excitation
QUEICODANE .« oo venrrneeor et ettt 40
5. Approximation d'unc impulsion bréve par un Dirac
(GETNONSIIALIONY . . o ovveo e rsss i sniree e 42
6. I?étcrmination de la réponse impulsionnelle : déconvolu- :- Chap. 11.
HHOTL o vovanvmsmaamenanemmanrasss e 43
7 Convolltion CADIEE .. ... vservrarr ettt 44

3¢ partie : Représentation fréquentielle des signaux
Fonction de transfert des systémes

Chap.7. La transformation C : transformation cissoidale. . ......... 43 :_ Chap. 12,
1. Définition .......- s 48
2. PLODHELES . oornanme et 49
3. Applications. Résolutien des problémes de régime per- 5
manent SINBSOTAAY L« v vv o vv T 56 Chap. 13. 1}
4. Conclusion . ..... I A 52 & ' d
Chap. 8. La transformation € : transformation de Laplace.......... 54 .
©{ Définition de la trapsformée de Laplace (monolatére) £ 54
2. Quelques PIOPEIGLES .. oo onnvrorre mmmm st 56
1, Transformée de Laplace de la dérivée ........ooo-ee- 58 .
4 Les transformées des signaux-{est ........ooceeerees 60 Chap. 14. T
5. Les théorémes de la valeur initiate et fmale. .. ...+ 62 i
6. Application 4 1a résolution des éguations différentielles 63 .
7. Des schémas équivalents fort utiles en électricité ... ... 63 3
8. Transformée de Laplace : tableau réSUmMe ....... oo - 67 4
Chap. 9. La transformation 3 : transforméeen z des signaux numériques 68 2
i Le signal UMETIQUE « .« oo e 68
5. Définition de la transformeée en 2 (monolatére} 3 .. .. - 69 . On
3. Quelques PLOPIISLEs «. .. oovreroomemsessrr T 7L ap. 15. Fo
4. Décatage des signaux non CAUSAIS. » v v e 73 4 1.

5. Transformée en 7 des fonctions-tests . ......vorerrs 75 4 2.




Table des matiéres

6. Théorémes de la valeur initiale ¢t de la valeur fmale . ..
7. Recherche de 'original
8. Application a la résolution des équations récurrentes .
9. Transformation € et transformation 3 : relations

10. Transformée en z modifiée

Chap. 10. La transformation ¥ : iransformation de Fourier du signal
apériodique

1. Le couple de Fourier

2. Un exempie : la transformée du créneau centré

3. Propriétés de la transformation 5

4. Transformée de Fourier d’un produit de convolution .
5. Transformée de Fourier du produit de corrélation

6. L’énergie du signal, Théoréme de Parseval

Chap. 11. Transformée de Fourier de quelques distributions

1. Transformée de la distribution de Dirac
2. Transformeée d'une constante 1

3. Transformée d’un peigne de Dirac

4, Transformée d’une sinusoide

5. Transformée de la dérivée

Transformée de Fourier des signaux périodiques

1. Duplication d’'un motif. Péricdisation

3 Transformée d'une fonction périodique
Transformée de Fourier des signaux échantilionnés, Théoréme
de Shanpon

1, Transformée de s*(t}
3 Reconstruction du signal temporel : théoréme de Shan-

Chap. 14, Transformée de Fourier discréte

1. Discrétisation des intégrales.
2. Transformée de Fourier directe .,
3. Transformée de Fourier inverse
4. Transformée de Fourier discréte et transforméeen z...
5. Transformée de Fourier rapide
6. Transformée de Fourier & plusieurs dirnensions
Tables de transformées de Fourier ..

Chap. 15. Fonctions de transfert

1. Définition
2. Fonction de transfert d'un systéme & temps discret .




X1V Table des matiéres

3. Fonction de transfert d’un systéme 4 temps continu ...
4. Fonction de transfert d'un systéme (continu) échantil-
ey T T L
Appendice.............. L e e

4° partie : Réponse des systémes
Chap. 16. Systéme numérique. Systéme analogique. Etat comparatif de
A la description temporelle . ... ... ... .
o 1. La relation entrée-sortie : description........ ... ...
9. Conditions initiales nécessaires 4 la résolution de
PEQUALION ..\ vvreoe i
3 Les valeurs initiales habituellement disponibles en
Pratiqe ... oveoto i
. Détermination des conditions mlhales ...............
. Utilisation des transformations ... ......... e
. Représentation fonctionnelle dite représentation d’élat .
_ Schémas fonctionnels de représentation. ... ..........

-] & bh

Chap. 17. Réponse d’un systéme analogique . ............covvneres

/j) 1. Résolution de Péguation différentielle du premier ordre
LI 2. Réponse impulsionnelle d'un systéme (8.L.T.1)........
3, Recherche des conditions initiales......... e
4. Utilisation de la transformée de Laplace .............

Chap 18. Réponse d'na systéme numEKique . ... ..o

1. Résolution de 'squation récurrente du premier ordre .

2. Réponse impulsionnelle d'un S.L.T.J. du premier ordre
3 BXEIAPIES. oo vt v
4. Systémes d’équations récurrentes. Equations détat .. ..
5. Utilisation de la transformation 3. ..............ov s

Comptément, Résolution numérigue des équations différentielles. ... ...
t. Discrétisation d’une fonction . . ... e
2. Méthode de Runge-Kutta .. ..o vienvnnnin e,
3. Méthode de Péquation d'état .. ........oovviiin e

5¢ partie : Approche moderne des systemes

Chap. 19. Introduction aux variables QEAL « oo

/\; 1. Notion d'état . ..oovvoenns e e
2. Variables et Squations d8tat ... ... oo

o

121

128
124

130
130

131

131
133
133
134
135

136

136
138
140
141

144

144
146
147
148
150

152
152
152
156

157

Cha

Chap. 2

Chap, 26,



Table des neaticres

Chap, 20. Généralisation et tésolution de Péquation ’atay - Systéme
discret-systéme continn

L. Systéme discres {(systéme numériquc)
2. Systéme conting (sysiéme analogigue)

Systéme échantilionné

L. Discrétisation d'un processus continy
2. Bquation d'état. O
3. Exemple

Les diverses représentations d’un systéme-comparaison

I. Formulation d'état 4 partir de "équation ayx différences

2. Formulation d'¢tat partir de la fonction de transfert
discréte

3. Cas des systémes continus

4. Tableaux résumeg des prin

Introduction anx signaux aléatoireg

L. Densité de probabilité. Fonction de répartition
2. Moyeane. Variance

3. Lois de distribution

4. Extension aux variables aléatoires

Chap. 24.  Courbes expérimentales, Méthode des moindres carrég

; J L. Exposé du probléme

2. Résolution du probléme
3. Exemple : Ia régression linéaire
4. Quelques considérations statistiques

6° partie : Technologie des systémes pilotés
par calculateyr
Chap. 25, Codage de Pinformation mumérique, Format des données . .

L. L’information nimeérisée
2 La numération

Chap. 26. Acquisition et traitement de données, Liaisons

L. L’organe de traitement, Microprocesseur
2. Les sorties capteur. Le standard 4.20 mA




3. Les compos

4. Les liaisons de com
[EEE 488 .. ovcnvemr rrrerts

* Annexe:TransforméedeLaplace....................

“Transformeée N z ... .-

ants de Pacguisitio

Table des matiéres

munication

Réponse impulsionnele . ......- -

I L

netdela conversion ...
. RS 232, RS 422, le bus

PR

R L L

229

234
238
241
242




1" PARTIE

DESCRIPTION DES SIGNAUX

CHAPITRE 1

LE SIGNAL DECRIT
PAR UNE FONCTION

1. LE SIGNAL ANALOGIQUE

Une grandeur physique, traduite parun capteur sous la forme de plus en plus
fréquente d'un signal électrique (tension ou courant), dépend d’un ou plusieurs
parameétres, communément elle dépend du temps,

Le signal sera alors une fonction s

L8t s(h)

t est une variable continue réelie représentant le temps.
s(t} est un nombre réel {parfois complexe, s*{z} étant son conjugué).
s{t}, porteur dinformation, est aussi porteur d’¢nergie; la puissance est
proportionnelle 4 5%(1) = [s(e) . s*(8)] et Pénergie sur on intervalle [t:, t;] sera
ta

proportionnelie 4 s¥t) . de.
3]




e partie. Pescription des signaux

SIGNAL NUM’ERIQUE

que est discret, 1

2. LE

métre dont dépend la grandeur physi
Crest une fonciion 8
s kv s{k)

¢ signal

Lorsque le pard
est dit « aumerique ».

e les gains d'un
17e, puis
dire des valeurs

K est un entiet (positif o négatif}.
Par cxemple, § est 1a fonction qui TeP
seront les nombres qui mesurcnt €8 gains & tissuc de la
Lorsquela variable représente des « instanis» Cest-a-
(ty, L2 ..) du temps. on parle 4 signal échantﬂlonné.
(‘ouramment, B0e horloge cadence le {emps au pas regulie

échantil\onné s(kd).

résent
dela 2° partie..

discrétes
r 4,dovie signal

d'un mealade, relevee chaque demi-journée, gsh un signal

La temperature
écha_\ntilionné.
1a courbe en forme de dents de scie, obienue en joignant les points, gst un
a5 forcément la température'

signat analogique & reconstruil».
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. Le signal décrit par une Jonetion

3.3. Approche d’une intégrale par une somme,
intégration A ordinateur

io
Lintégrale est I(to) = | s(x) dx; elle est & évalizer numériquement,
0
Lintervalle d'intégration [0, fo] est partagé en k, intervailes de durée iden-
tique 4,
x = i4, i est un indice courant entier.
La méthode générale consiste 3 approcher 5 par un polyndme F,, sur un

_intervalle donné. L'intégration est alors aisée, et on ajoute les résuitats des

intervalles successifs,
Deux cas particuliers, trés simples, sont d retenir,
Lo méthode des rectangles : F, est de degré zéro, Perreur cumnlée commise

- est de I'ordre de 4,

La méthode des trapézes : F, est de degré un, erreur cumulée commise est

" de Pordre de A2,

rs -‘LS

Fig. 1.1.

) Approchons I(t,) par une somme discréte,

~Les sommes Sexpriment de maniére récursive (fig. 1L.1):

LA L@=L{-1)+d.s(i—1) ivariede 14 kpet I{0)=0
B LB =L 1)+ 4.5 N

) L) =L - 1) +-§~. [s() + s{i — 1)]

Le caleul est aisé & programmer. Voici par exemple pour f,.

début
1{0):=0
Pour (i:=1 4 i:= k) faire
e lire s{i — ) .
v L{y=1(i-D+4.5(04-1
Ecrire 1,(k,)
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4. LES SIGNAUX DEFINIS PAR UNE DIFFERENCE

4.1. Signaux analogiques définis par une dérivée

De nombreuses lois physiques apparaissent sous forme différentielle. § est
la fonction dérivée de s; § est, en un point ¢, la limite d’une différence :

5(1) = },I.I.Té S_U_i—_;g_:-_s@

4.2. Signaux numériques définis par une différence

- Nous définissons deux fonctions «différences finies »
fonction Ag: ks Ag(k) = gk + 1) — g(k) forme «avancée»

INT)
fonction Rg: & +» Rg(k) = g(k) — gtk — 1) forme «retardée »

P . . - Dans |

4.3. Approche d’une dérivée par une différence finie distributio

' o Avant |

Tout comme Iintégrale est approchée par une somme, Ia dérivée sera, an -l&-«fonct{o

prix d'une erreur, approchée par une différence. de la notio

La méthode générale esquissée pour les intégrales s'applique 3 la dérivée. Pour ifl

s(%) est approché par un pelyndme P, qu'on sait alors trés bien dériver,
Deux cas particuliers trés évidents sont 4 retenir, qui daillenrs vont
correspondre aux 2 cas vus pour Pintégrale, :

- Premier ex.

Le circt

F, de degré 1, 'erreur commise est de 'ordre de A extravagani
: de ce mods

. — sk . - —1 ' oo
Sthd) = S l)j) D) o $ed) = SED ig'(k )4) A Pinsta

F, de degre 2, Terreur commise est de Pordre de 42
: stk+ 1) — stk —1)
k) =~
s(k) 37 :

nous avons écrit k au lieu de k4 pour alléger.

i ng fﬁéut dél
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nce <

LE SIGNAL DECRIT
PAR UNE DISTRIBUTION

INITIATION A LA THEORIE DES DISTRIBUTIONS

. Dans les années 1950, Laurent Schwartz met au point la théorie des
distributions sous sa forme actuelle,
. Avant lui, Heaviside (1900} avec le calcul symboligue, puis Dirac {1926),avec
- - la «fonction impulsion » et Sobolev qui, dix ans plus tard, tente une généralisation
de 1a notion de fonction, se sont interrogés sur les problémes de mesure.
Pour illustrer notre propos examinons guclques exemples simples,

rivée sera, au

i la dérivée.
griver.
‘ailleurs vont

_ P;'enzier exemple (fig. 2.1)

- Le circuit est sans résistance. (Cette modélisation mathématique n’est pas
* extravagante, la mise au point des supraconducteurs rapproche la réalité physigue
de ce modéle.)
M w0 . Alinstant t = 0 on bascule Iinverseur sur la batterie.

-—-n—ru—n-o

T

it}

Fig. 2.1

La tension aux bornes du condensateur vaut donc

0 t <0

W=1g 0

on ne peut définir o(t) pour ¢ = 0, et il n'est pas indispensable que »(0) soit définie.
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Cherchons alors le courant i(t).
Il est donc nul tout le lemps, excepté pour t =0 ot nous

do
C.—.
Il vant T

ne savons pas le calculer, puisque NOUs ne SAVONS pas dériver une fonction

discontinue. Clest une premiére difficulteé.
Pourtant i{f)existeent =0 puisqu’il y a eu transfert de la charge (CE) depuis
1a batterie jusqu’au condensateur.
Bien que i(f) ne soit pas accessible, on a une
charge g déposée sur le condensaleur. )

g peut s'envisager comme I'intégrale de Iiniensite puisque i = E%

certitude, c'est la valeur de la

-

+ a
g = f i(0) . dt = CEo.

11 apparait une deuxiéme dilficulté. Llintégralc (de Riemann) de la « fonction »

i(f) presque partout nulie, mest pas nulle.
‘L{I) west pas une fonction. ]

Deuxiéme exemple {plus mathématiquc) (fig. 2.2}
4 transformée de Fourier de la fonction créneau de durée

Nous verrons que 1

T existe, quel que soit T.
T peut tre aussi grand que voulu mais it doit &tre fini.

¥ 0]

Fig. 2.2.
i on fait tendre T vers infini, e créneau devient une constante, mais la

transformeée ne tend vers aucune lirhite.
La transformée de Fourier d’une constante nexiste pas dans l'espace des

fonctions, le passage 4 la limite ne peut pas s'eflectuer correctement.
Pour la troisiéme fois apparait une grave difficulté, cette fois au voisinage de

T'infini.

La notic
modéliser ce
familiers.

On va al

Une for
fait correspc

Une dist
de départ,

Ce nomt

L’ensem’
soigneusenns
précises.

On peut

I'ensemb
0,1]; e po
(T, 8>

2. 11
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I régle,

i‘eﬁﬂ-.cnt vert
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2. Le signal déerit par une distribution

1. DEFINITIONS PRELIMINAIRES
QU’EST-CE QU'UNE DISTRIBUTION?

f.a notion de fonction, nous venons de le constater, ne convient pas pour
modéliser certaines propriétés, ou des signaux physiques pourtant simples, voire
familiers.

On va alors parier de « distribution ».

Une fonction [ est un « procédé» qui, & tout nombre d’un ensemble de départ,
fait correspondre un autre nombre d'un ensemble d'arrivée.

Une distribution T est un « procédé» qui, a toule fonction ¢ d’un ensemble
de départ, [ait correspondre un nombre.

Ce nombre sera noté { T, ¢ > de préference i T{e).

L'ensemble fonctionnel de départ n'est pas quelcongue, it sera méme
soigneusement défini; et le procédé doit obéir a un cerfain nombre de régles
précises.

On peut citer un tel procédé T:

rensemble de départ est constitué des fonctions 0 intégrables sur Uintervalle
10,17; le procédé T est celui qui associe, 4 la fonction @, le nombre réel noté
(T, 8> '

1
(T, 0y=| 0t
\ o

i
k3

3. L'ENSEMBLE © DES FONCTIONS DE DEPART

Les fonctions ¢ sur jesquelles operent Jes distribuiions T appartiennent a un

: '-enscmble noté 0.

Les fonctions ¢ obéissent 4 des régles sévéres, ce sont précisément ces régles

. qui conférent aux distributions T des propriétés remarquables.

I yégle. Les fonctions ¢ sont nulles en dehors d’un intervalle €.

2¢ régle. Les fonctions ¢ sont indéfiniment dérivables.

3¢ régle. D, enscmble des fonctions @, est muni d’une norme qui permet de
mesurer la «distance» de deux fonctions, [z — .

Dans 9, une suite ¢, de fonctions converge vers ¢ implique que toutes les

- distances

H Gy (PH-J ” (,bu - (J;JH'! || (Pixm - fﬂmu
tendent vers zéro quand n lend vers {'infini.
Sehwartz a réussi 4 exhiber une telle fonction ¢ {fig. 2.3)
0 si tj=a

gt — ol)= _
81
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Jr @)

A

1r

Q
Fig, 2.3,

On vérifie que le «raccord » anx points + a et — g est sans cassure et que
@ se dérive bien partout et notamment en ces deux points, et cela indéfiniment,

3. DEFINITION D’UNE DISTRIBUTION SUR 9

Une distribution sur 9 est un procédé T, linéaire ef continu, qui 4 toute
fonction de T associe le nombre noté {T, @)

Linéaire implique que ¢ 7, ap, + brpz_) =al{T, @, >+ b{T,q,>
Continu implique que si ¢, — ¢ dans®, (T, ¢,> = <T, ) dans R.

3.1. Exemple 1

Sott f une fonction continue et «iocalement sommable », ce qui signifie que
sos-intégrale sur n'importe quel intervalle Jini existe,

Nous allons définir 3 Paide de £, une distribution notée [ /] qui & @ed
associe le nombre )

{Lf), 0> =J wf(r} Co(n) d.

Les propriétés de f et surtout de @ (qui est nulle sauf sur un intervalle fini)

assurent Uexistence de Pintégrale qui est bien sir un procédé linéaire et dont on
démontre qu'il est aussi continu.

[/1 @ ne pas confondre avec f) est dite distribution réguliére.
3.2. Exemple 2

Seit T la distribution qui 3 ¢ associe Ie nombre ¢ T, @) = p{0)
T est la distribution de Dirac § - {4, @)= {0

Il nw’exis

Cest po
On défu

Nous av
‘et définies p.
Dirac § ou ¢

Ceci ents

» Confo

+ Définir
le procédé sc

i

- Ces abus
- néanmoins o

5.1. Egalité

2, Produif

g est une i
L g.T=T.

- Le produit
(o1 note que
1éarité et |
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+ oo

Il n'existe pas de fonction & telic que f é(t) . () dt = (D)

=

C’est pourquoi 5 est dite singuliére.
On définit 8, telle que (J,, ¢ > = @la)

4. LES CONVENTIONS DES PHYSICIENS :
MISES EN GARDE

Nous avons vu des distributions réguliéres { f] associées a certaines fonctions
et définies par une intégrale, et des distributions singutiéres du type de celle de
Dirac § ou &, qui ne correspondent pas & une fonction.

Ceci entraine deux types de confusions :

¢ Confondre f et [ f], c'est-d-dire fonction et distribution,

¢ Deéfinir 6 comme distribution associée 4 une fonction 8{¢) et donc d’écrire
le procédé sous la forme intégrale propre aux distributions réguliéres :

J 5(0) . o(t) dt = p(O); f 5(t - a) . ot) di = 0(a)

- =1 bl -1

Ces abus, gui rendent certains raisoanements incompréhensibles sont
néanmoins commodes dans Pécriture formelle. Nous les commet{rons aussi,

5. QUELQUES PROPRIETES
UTILES EN THEORIE DU SIGNAL

5.1. Egalité de deux distributions 7, et 7,

=T, si {Ty,o)>={_T,,¢> pourtout ged.

- 5.2. Produit d’une fonction g par une d-iétribution T

¢ est une foaction indéfiniment dérivable.
g.T=T.,g estune distribution; elle est définie par

gT. 9> =<Tg, 9> =<T,g¢> {2.1)

Le produit des deux fonctions g . ¢ est le produit classique de deux fonctions
{on note que g .@eD). Le nombre (T, gp)> existe parfaitement; il définit,

la linéarité et la continuité étant supposées démqntrées, la distribution g. 7. -~
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Appliguons cette définition 4 la distribution de Dirac 4. Formonas la
distribution ¢ . &, notée improprement g{t).d(t), il vient:
(gd, o) =<9, g9 =yg{0). ¢l0) _
=g(0{§, ) =<{g0)8, ¢ > (daprés la linéarité).
Donc g.d=g(0).o
g{0) est «l'échantillon » prélevé par la distribution de Dirac.

La représentation de d(r) (impropre) illustre bien cet effet d’échantillonnage
(fig. 2.4). On note aussi  g{(1}5(t) = g(0)é()

!

g{0) . ()

Fig. 2.4.

g(0) sera nomm¢é « poids» ou «mesure» de Dirac.

5.3. Remarque

Léquation t.T =S8 olt § est une distribution réguliére n’a pas pour

sclution Tz;.S, mais Tz%.S+k.6(t)

Enelfet ¢.7 =0 admet pour solution, nenpas 7 =0 mais T =k. ()
car, d’aprés le § 5.2, ¢.8(t}=0 (r.d(t) représente ['échantillonnage de la
fonction { en 0, fig. 2.5).

dérivé

T

interv

“puisse

Cx

6.2.




rrmons la

itillonnage

1 pas pour

T =ik . &)
mnage de la

2. Le signal décrit par une distribution
g N .
Done (+.T—8)=0 sécrit . T——r— =0 gui donne

T - ~St- — k8@ dov T =—f— + kS(0) 2.2)

k est déterminé par le contexte.

: Tz? S+ k& est Péeriture incorrecte d'une relation correcte qui fait

. . . 1
intervenir la pseudo-fonction pf 7 )

6. DERIVEE D’UNE DISTRIBUTION

6.1. Defition

La dérivée T”, de la distribution T est définie 4 priori par le procédé
{TLe>=—-LKT 9> (2.3)

Comme ¢ est indéfiniment dérivable, T T'est aussi.

La définition peut paraitre artificielle... elle ne 'est pas.

Elie a été congue pour que les distributions réguliéres issues de fonctions
puissent tre dérivées comme les fonctions.

Comme ¢’ existe, une distribution T a done, par définition, toujours une
dérivée {ce qui n'est pas le cas des fonctions).

6.2. Dérivée d’une distribution réguliére : 1°° cas
44

Soit f une fonction partout dérivable, [f7 1a distribution réguliére associée.
La dérivée [ /] de [f] (ne pas confondre avec f°) est telle que :

+ o

(UT 0> ={-L/heo=—) [f.¢0.d

=

En intégrant par parties, il vient
+ @

LT o>=—1/0. o122 + f10) . o) de.

—

Mais I¢ 1°" terme du 2° membre est nul car ¢ = 0 a Uinfini. L'intégrale définit
la distribution associée 4 f', on a:

LI, 0> =<XLf 1 o> Yo donc [} =L[f1]

Dans ce cas, Ia dérivée de la distribution est la distribution associée a Ia dérivée.
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- - Mais i

6.3. Dérivée d’une distribution réguliére : 2° cas

Soit f une fonction qui n’est pas dérivable en a, f est discontinue au point
a (fig. 2.6 q).

La distribution [ f] existe car f est localement sommable,

Sa dérivée [ f]” existe aussi puisque toutes les distributions sont dérivables.

ofi's, est |
Cette

En prs
Si une
-« ordinair
_disconting

- {24) es
sans doute

A
fia™}

)
!
' a
} fla7)

] - £
a

_ 64 Que

. Soit
' _Ij'apré
ST estl]
“gerite I
distributio

@ Jest

_. s g )
Daprés (2.3) on a : :

ST 9>

tw - MNous a

ey = - f 10 9'0) e

— 0

Il

- j fio). o'ty de - j S ¢ bt

En intégrant par parties chaque intégrale :

=u[f.fp:|a_m+j‘ f’(r)-fp(r)d_Hj.

i

+ oo

J@. etyde —[f . 017

q

- J

(1) est nulle a l'infini et continue en a; f(a) n'existe pas, it faut donc prendre
selon le cas f(a™) ou f{a™) (écriture habituelle des limites).

J’ existe partout sauf en un point, ce qui ne géne en rien intégration; on 2
dong :

+

(LfT 0> = i S0 . @) dt - fla™). pla) + fla™}). o(a)
=<0 o>+ 1fa™) — fla )] o(a)
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Mais on sait (§ 4) que @f{a) = {d{t — a), ¢ > {(notation impropre) donc
fTve> =L/ o>+s.{dt—a) o>

oil s, est le saut de f en a, 5, = fla*) — fla”)
Cette égalité, vraie quelle que soit ¢ entraine donc
Y =0f3+s..6(t—a) {24)
En pratique, cette relation sera comprise de {a maniére simple suivante :
Si une fonction est discontinue en a, sa «dérivée» est égale 4 la dérivée
«ordinaire», augmentée des impulsions de Dirac qui apparaissent aux
discontinuités et dont le poids est le saut de [a fonction

(2.4) est une égalité entre distributions et non entre fonctions, ¢’est pourquoi
sans doute les Anglo-saxons parlent de fonctions singuliéres.

6.4. Quelques applications remarquables

0 pour t<0

1 pour t>9Q

Daprés 24)ona: [ =[0+1.8(:) puisque I'"=0

I est la dérivée ordinaire d une fonction {constante). Cette relation souvent
écrite /7 = §(r) indique donc que la distribution d"Heaviside a pour dérivée la
distribution de Dirac.

e Soit I’ 1a fonction échelon d'Heaviside (i} = {

e 3 est une distribution, elle est donc dérivable, sa dérivée & est telle que
V92 =—X6 ¢ >=—010) (2.5)
s g. & estune distribution (g est une fonction), sa dérivée [g. ]  existe.

Nous avons vu an § 5.2 que ¢ . & = g(0) . &{t}.
En dérivant ce produit, il vient

[g.8]) =g(0).d& & aété définie en (2.5).

7. TRANSFORMEE DE FOURIER D’UNE DISTRIBUTION (*)

7.1, Transformée de Fourier d’une fonction g (voir chap. 10)

* Soit g une fonction de 1a variable 7. On défimit (sous réserve d’existence) g
qui.est 1a transformée de Fourier de ¢, g est une fonction de la variable f.
+m

o) = J gle) . &7 72" de

— {0

{*} Peut étre repris aprés Pétude du chapitre 10 et sautd en 1 jecture.
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Si g est une fonction sinus, ou rampe ou simplement 'échelon d'Heaviside,
Pintégrale ne converge pas el g n'existe pas.
Nous allons montrer que [gJ existe, si on prend la distribution {91 asscciée
a la fouction g¢.

7.2. Extension du domaine D au domaine §

Les fonctions ¢ de I'espace fonctionnel D sont soumises & des conditions trés
sévéres et notamment elles doivent &tre nulies en dehors d’un intervalle.

Considérons le domaine 8 des fonctions i qui sont des fonctions indéfiniment
dérivables et & décroissance rapide & I'infini {C’est-d-dire & décroissance plus rapide

1
que o ¥r > ().

> ! -

Fig. 2.7,

Par exemple () = ¢™* convient et appartient & § (fig, 2.7).

Les exigences sur ¢ sont moins sévéres que celles sur @.

Nous verrons (chap. 10, § 2) que la transformation de Fourier a un effet
d’elargissement des fonctions.

Adnsi, si @ed, ’(EéfD
par contre si eS8, alors ¥e8 également.

On verra (§ 7.5) que la définition de la transformeée de Fourier s'appuie sur :
cette propriété.

7.3. Les distributions sur § (appelées aussi tempérées)

Une distribution sur § est un procédé T qui & y associe le nombre noté ;

KT ).
Si T est construite 4 partir d'une fonction f, T = [f] selon nos conventions,
le procédé est lintégrale

<£f3,w>=j

+

OR{G

-

Bien entendu, toutes les fonctions f n'assurent pas la convergence de cette
intégrale et ne sont pas des distributions tempérées.
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Puisque ¥ est & décroissance rapide, seules les fonctions f 3 croissance lente
_{au plus ¢ assurent I'existence de lintégrale et donc de la distribution [ f7].

Les disiributions tempérées (sur 8) sont donc un sous-ensemble des
distributions (sur D). Les fonctions & croissance lente sont les fonctions
génératrices des distributions tempérées.

Ainsi sint, I'(t), son{ des fonctions qui permettent de construire les
distributions tempérées correspondantes.

¢ ne le permet pas.

7.5. Déhnition de 1a transformée de Fourier d’une distribution T

Si on la note T on a, par définition, ?qui vérifie :
(T Wy =(T, T,i?), i et /zj; sont dans 8.
Tout comme pour la dérivée, cette définition n'est pas arbitraire. Eile a été

choisie (**) de telle sorte que la transformée de Fourier au sens des distributions
[s] coincide avec la transformée au sens des fonctions [7 lorsque 5 existe :

o~y .
[s}=1[5]
et Jorsque 5 n’existe pas (s est par exemple un échelon)
) s
[¥] w'existe pas, bien siir, mais [s] existe.
Ainst, 1a théorie des distributions « donne un sens » a la transformée de Fourier
“des fonctions & croissance lente, gui n’ont pas, au sens des fonctions, de trans-
- formée, puisque intégrale de définition ne converge pas. Cela élargit donc nos

-possibilités en donnant une réponse aux trois questions que nous avions posées
au début de ce chapitre.

{**) Soit 5 une « bonne» fonction, c'est-d-dire qui admet un/q'lransrormée’s\.
Nous lui associons g distribution [5]; formons alors {[s], ¥

+m :
4 Es],ﬁ) = J‘ s(x). ’u';(x) dx, mais la ransformée ’q!?dc Ia fonction  vaut, par définition ¢
-m|

+x
Bl = J Wiy, e = dp

—x

déng, en reportant celle valeur ona :
"

<[] ,1{!\) = J‘ QDs(.\:} . (J‘ .II'JI}(}'} L g izmay d}) dx:

et-comme les intégrales existent on peut permuter Pordre des intégrations, ce qui conduit d

o
. U slx}. g iy dx) dy
e 4

J. {3 -1y dy car 'ntégrale intérieure définil la transformée de s.

={[f}, ) par défiition de la distribution associée 4 la fonction 5

; * ~ N -
Done ({sh¥>=<[sLV) =<[FL > ¥¢ dov [s]=[F}




16 I¢ partie. Description des signaux

Nous démontrerons ainsi (chap. 11, § 4) que la transformée de Fourier d'une
sinusoide est formée de deux Dirac,

En toute rigueur il faut dire, que la transformée de la distribution tempérée
associde 4 la fonction sinus, est formée de deux distributions de Dirac.

? Exemple de caleul

&echerche dela tx;gnsforméc de la diﬂribution de Dirac.
5est telle que : {6, ¢ > = {5, ¥ > =1{0) mais

W = J U(e). 72 dr done ?17(0)=f yle) . 1 de= (1L ¢

il +

Ainsi (5, ¥ > = {[11, ¥ > quel que soit .

Donc § = it].

Les physiciens donnent de cela une representation (incorrecte mais commode)
au sens des fonctions.

La transformée de Ia «fonction impulsion» est ia «fonction» constante

UN(f} = 8(1).

\ 50)

540)




2° PARTIE

REPRESENTATION
"TEMPORELLE DES SIGNAUX
ET DES SYSTEMES
A TEMPS CONTINU
ET A TEMPS DISCRET

CONVOLUTION

- Un systéme est un ensemble fonctionnel, circonscrit dans une enveloppe
boite noire). 1l communique avec extérienr 4 aide de signaux,
Les signaux d’entrée permettent de lexciter, les signaux de sortie d’observer
801 comportement.
‘Les systémes monovariables son{ & une seule entrée et une seule sortie.
- Un four {entrée : débit de gaz, sortie : température) est un systéme 4 temps
ontinu analogique.
Une loterie {entrée : la mise du joueur en début de partie, sortic : son gain)
st un systéme numérique. _
Un voltmétre numérique {entrée : tension a mesurer, sortie : tension affichée)
St un systéme mixte, cest un systéme échantillonnée,
- Les signaux temporels sont dits causals §'ils sont nuls pour r < 0,




- Appliqu
- gvant, puis
. Fg la tensior
la durée ¢ fi
 la tension, i

CHAPITRE 3

LES SIGNAUX A TEMPS CONTINU

——
1. LA RAMPE UNITAIRE #(2), CAUSALE (fig. 3.1) En fait 4
(0 = 0 pour t<0 {causalit€) e
=% pour 120 ey . 3. L%
En physique, la pente est rarement 1.
Elie exprime la vitesse de variation de la grandeur considérée. Dérivon
£t ¢
qTzap
. On obse
o S.
. ;. Sionfai
’ Fig. 3.1. ndis au sen
gty = a . riry, a= 0,2 degré par seconde exprime par exemple la croissan 5_-' est la
linéaire de la température d'un four. '
!
L~ E
2. VECHELON UNITAIRE I (), Fonction d 'Heaviside (fig. 3

0 pour t<9 (causalité)

=
ro i pour t>0

I'{fy est la dérivée (discontinue & Porigine) de r{t);
I'(t) west pas définie pour L= 0.
re=1 e rEH=0
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Appliguons une tension conlinue & un systéme. La tension est bien connue
avant, puis aprés la fermeture en + =0 de l'interruptenr. Si son amplitude est
E, la tension sera un échelon non unitaire  Eq ['{f). On peut étre tenté d’exprimer
la durée ¢ finie de fermeture de linterrupteur et la continuité de I'¢volution de
la tension, ici en outre linéarisée, par I (1) {fig. 3.3).

0

Fig. 3.2, Fig. 3.3.

En fait I, n'est pas plus simple que I', au contraire.

3. PIMPULSION UNITAIRE 4 (f), Iimpulsion de Dirac

1
Dérivons Iy, nous obtenons 8, (fig. 344} qui vaut . dans Fintervalle

€ £
22
On observe que son aire est 1 quel que soit ¢
L -
f 6, ()dt =1 Ve (3.1}

=+

8i on fait tendre ¢ vers 0, 8, ne tead pas vers une limite av sens des fonctions,
mais au sens des distributions.

& est la distribution de Dirac (voir chap. 2) {fig. 3.4 b).

, 5. (1)

r-
1
I
|

£
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8, est la dérivée de I} qui est dérivable sauf aux deux points de cassure.

I" n'est pas dérivable en O au sens des fonctions, mais elle I'est au sens des
distributions et on a : -

& =[I]; on notera souvent é(f) = I"(t} en utilisant, 3 tort, le formalisme
usuel des fonctions, 4 {a place de celui des distributions,

De méme, en reprenant I'intégrale vuc en (3.1),-0n écrit

j +mé(r).dr:?l

[£a}

qui constitue une sorte de défmition de .

Ces écritures, ambigués, voire inexactes, sont trés répandues; elies ont le
mérite d’étre trés commodes et Iinconvénient de préter a confusion.

L’impulsion de Dirac 8{r) est dite unitaire car sa mesure, ou son poids, ou
son aire (I'intégrale?) vaut un.

Nous démontrerons (chap. 6, § 6) quune impulsion bréve (3 préciser), de forme
quelconque, peut &tre approchée, du point de vue de ses effets, par une impulsion
de Dirac de mesure 4 (fig, 3.5).

# est U'aire de Vimpulsion bréve,

Cette maniére d’opérer va simplifier les problémes de chocs et percussions et

.

les théories de Péchantillonnage.

F,

Fig. 3.5.

Exemple électrique

Le condensateur est préalablement déchargé; en t=0 on applique la
tension E, (générateur supposé parfait) {fig. 3.6\

o ey

Fig. 3.6,

v(t} est bien représentée par (f) = Ey. (), ¢>0.

D'agp

. de cour:

8i-on adrp
«aire» ¢
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Nt " . v . . .
Drapres Pélectrocinétique i(t) = C. 3= CE, . 8(f) représente 'impulsion

de courant.

+m
On observe que g = i(f) dt = f

+ oz

CE,.8(t)dt = CE, réprésente

parfaitement la charge du condensateur.

Exemple mécanique

Une boule de billard est soumise au choc bref d'une autre boule {(fig. 3.7).
L'équation du mouvement sera bien représentée par

my=Fo.1.8(

si on admet que Ie choc trés bref a une durée t, la force appliquée étant F,
«l'aire» de limpulsion est F, . 7.

4. LE SIGNAL HARMONIQUE OU SINUSOIDAL

Le signal sinusoidal, trés employé, est le signal périodique par excellence. Clest
nne sinusoide éternelle {non causale). La sinusoide causale (nulle pour ¢ < 0}a un
intérét trés limité.

On peut donc exciter un systéme par un signal-test sinusoidal et explorer sa
réponse en faisant varier la fréquence, pour observer par exemple les résonances.

On emploie aussi le signal (mathématigue} e’ beaucoup plus simple 4
manipuler.

Remarque

Le caractére non causal du signal harmonique ne permet pas de déduire les
décalages temporels des signaux par I'observation de leur déphasage.

Une avance de phase de 60° est peut-&tre un retard de 300 ou (300 + 360)
degrés. '

Sur une piste circulaire, 'observatevr qui n'a pas assisté au départ ni suivi

ttentivement le déroulement de la course, ne peut pas savoir si le cycliste -
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apparemment en téte est premier ou au contraire second avec prés d’un tour de
retard.

Ainsi, il ne faut pas considérer un systéme 4 avance de phase comme un
systéme « anticipatif ».

5. AUTRES SIGNAUX

3.1. Signal causal retardé (fig. 3.8) (1), signa
: "(ﬁg 3.10aq).

o xest une
Ay ain

“Le bit der
p(t) est alg
d'impulsions r

Fig. 3.8,

gl = flt ~ 1)

g{t} estnul pour r<rt

La somme de signaux causals et de signaux retardés permet de créer des
signaux de formes quelconques.

Ainsi 3I(¢) — 31t — T,) est un crénean causal de hauteur 3 et de durée 1.
5.2, L’impulsion gaussienne (fig. 3.9)
4 oo

Cest une dis
On note L1,

La sommatic

*} » Lire et g

*%).» Les somm;
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d'un tour de ' , 1
: g) == .

& comme un
+ 10

On démontre que e~ ™" dx =}, 'aire de Pimpuision gaussienne est

< ]
Fanité. On dira qw'elle a pour largeur 2T car au deld, Pamplitude de g{f) est
inférieure 4 4 % du maximum.

.3. Signal aléatoire. Signal pseudo-aléatoire

- x1), signal aléatoire, ne peut étre décrit & 'aide d’une expression analytique

{fig. 3.104).

.. x esl une variable aléatoire accessible par des épreuves, elle sera décrite par

ses propriétés statistiques.

. p{t) est un signal pseudo-aléatoire, réalisé par exemple 4 l'aide d'un registre
~ dans lequel les bits se décalent vers la droite au coup d'horloge (fig. 3.105 et ¢).
" Le bit d’entrée est réalisé par un «ou exclusif»,

- p{) est alors formé d’une suite périodigue, qui peut &tre de longue période,
d’impulsions réparties pratiquement au hasard (pas vraiment).

x{t) p)

e
NIARZ 4L

2t de créer des o B

et de durée Ty. By Fig. 3.10.

" Les signaux aléatoires sont employés en identification.

5.4, Le peigne de Dirac unitaire centreé 111 (*)

‘Clest une distribution singuliére périodique.
On note LL(x) =3 6(t — uT) AT -

La sommation sétend sur infini {**) d’une suité de «fonctions de Dirac»
retardées O{t — nT) (hg 3.11la)

(*) « Lire L et prononcer tcha.
{**) » Les sommations | ou ). pour lesquellss les bornes sont omises dofvent étre entendues sur

“nn intervalle infini,
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La multiplication de LU(¢) par une fonction 5(t) est une opéralion licite qui
conduit & une pondération des poids des impulsions du peigne par les valeurs
de la fonction aux instants nT(fhg 3.118)

s.td=3 . s(nT). 6(t — nT)

r LK) S s(g) . Lex{t)

Fig. 3.11,




CHAPITRE 4

LES SIGNAUX A TEMPS DISCRET

Pour estimer sa vitesse, un conductear n’a pas besoin de regarder son
compteur en permanence. Il le consulte a intervalies plus ou moins espacés,
réguliers ou non. 11 préléve une information échantillonnée.

Entre deux coups d’weil au cadran, il ne connait pas s4 vitesse, mais il Pimagine
raisonnablement, i reconstruit le signal a temps continu,

1, ECHANTILLONNAGE

L1. L’échantillonnage simple s,

1.1.1 Structure

Si on veut mesurer une tension u;, on connecte un voltmatre,
L'appareil de mesure n'a pas besoin d’étre connecté en permanence a la

grandeur mesurée. 1| peut I'Stre par Pintermédiaire d'un interrupteur (fig. 4.1)
fermé & cadence réguliére (ou non) 4, au moment ou on veut faire la mesure,

l
1
&

Sech {t)
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L'interrupteur ne reste fermé quun trés court instant 4 (d < 4). Toutefois
d ne peut pas étre nul. d doit &tre suffisamment long pour que T'appareil de
mesure git le temps de dévier et de recopier les impulsions s, auxquelles il est
soumis. L'appareil préléve, si peu que ce soif, de I'énergie.

Les impulsions analogiques obtenues, (fig. 4.2), montrent qu’on ne peut pas
parler de valeur de s(1) & Iinstant tg, car 5 varie un peu 4 intéreur de 4.

C’est pourquoi s, (1) est assimilé (voir chap. 3, § 3) 4 une suite d’impulsions
de Dirac de poids d . s(kA), aire de l'impulsion.

A Secn f Y

Fig. 4.2.

L’échantillon s(kA} est la valeur moyenne de s(1) & Pintérieur de la durée d de
la k-i¢me impulsion.

L'utilisation de la transformée de Laplace de Sia (Sigsanss) €5t beaucoup plus
simple que celle de s,,;,. '

On congoit quun interrupteur rotatif permettra de lire plusicurs tensions u,,
#y,.. Avee un seul appareil, réalisant un ¢chantillonnage multiplexé (partage du
voltmétre),

LCe type d’échantillonnage analogique a beaucoup perdu de son intérét depuis .

Putilisation des calculateurs numérigues.

1.1.2, Systéme analogique échantillonné sandard

834 dépend de la durée de la prise d’échantillon 4, variable avec |a technologie
employée. On définit un signal standard s* indépendant de d,

k=—-rmm

() = f A s(kd) . 5(t — k) = 4 . 5(t) . L(8) (4.1)

s*(¢) est 1a «fonction» qui représente I'echantillonnage standard de s(1); s* est
en fait une distribution traitée ici comme une fonction.

On cbserve que 4, variable, a ét¢ remplacé par 4, fixe. 4 est indispensable
3 Phomogénéité de I'expression; sa disparition fréquente dans la littérature est
source de confusion. Nous conseillons de maintenir 4, méme si le pas
d’échantillonnage est pris comme unité.




pulsions

4. Les signaux d temnps discret

1.2, Fchantillonnage vu du calcidateur

- 1.2.1. Structure

Le caleulateur numérigue est un dispositif qui traite des données présentes
sgus forme de mots binaires et 'enchaincment de scs tiches se fait de maniére
séquentielle.

Acquérir, en vue d'un traitement, toutes les 4 secondes, la valeur de la tension

- 5(t) aux bornes d’une charge, nécessite deux opérations :

o numérisation {ou conversion analogique-numeérique)

» échantillonnage (ou acquisition proprement dite).

510 [ [k}

échantillonnagel

numérisation Y I T
1]
. } t
]

signal analogique 4 signal discrel
{tension aux bornes . : .J  (mots binaires dans
de la charge} le cakeulateur)

- 1,22, Fonctionmement

Anatysons la «boite N.E.» de la figure 4.3 (des détails plus technologiques

“seront présentés ultéricurement dans ce volume).

La numérisation — conversion — d’une grandeur analogique en un mot
Binaire ¢st assurée par un convertisseur analogique-numérique (CAN), Durant
le temps de la conversion, qui peut aller jusqu’a queiques millisecondes selon le
type de convertisseur, le signal analogique 8 convertir doit tre maintenu constant,
Pour cela, on fait précéder le CAN d’un dispositif suiveur-blogueur (*}; le schérua
de principe est donné & ia figure 4.4 :

numeriseur

‘ suiveur-blogueur

':e;:'_tr_tée_ : mot
analogique S{t)i i binaire

numeénsation
Fig. 4.4.

. {*) Souvent désigné par échantilionneur-bloqueur.
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Les deux circuits suiveurs ont des impédances d’entrée trés &levées et de sortie
trés faibles. Supposons Pinterrupteur electronique 7 mancuvré 4 Ia cadence 4.
Cet interruptenr étant en position fermée, la tension aux bornes du condensateur
C et s,,(t} « suivent » 5(t). Lors d'une demande d’acquisition, toutes les A secondes,
on ouvre d'abord 7 : la tension aux bornes de C, recopiée en s, (1) demeure
constante (bloquée), pendant le temps nécessaire 4 Ia conversion, Celle-ci
terminée, il y a transfert du signal numérisé (mot binaire} vers 'organe de
traitement et fermeture de linterrupteur 1. (Voir chap. 26, § 3). Le transfert se
fait via une interface programmable ou directement si e CAN est compatible
avec les bus du processeur.

On a ainsi — en sortie de la «boite N.E.» — une information échantillonnée
sous forme discréte [s(k4)] du signal analogique s(z), 4 Ia cadence 4.

2. NUMERISATION

2.1, Signaux numériques par nature (s(kd)]

Le nombre des passafers au décollage d’Orly sur la journée du 15 juin est
représenté par un signal aumeérique,

Ce nombre dépend du numéro dy vol, lequel est un entier 1, 2... -

Le signal numérique est donc une fonction s qui 4 tout & (le numéro du voi)
associe un réel s{k) (le nombre de passagers)

5: kwss(k) k ender.

Pour bien mettre en évidence Ie caractére discret de Ia variable k, 1a fonction
s sera notée [s(k)] ou [s(kd)].

On ne devra donc pas confondre [s(%)] la fonction avec s(k) valeur réeile de
cette fonction en k.

Quelquefois, des confusions pourront &tre engendrées par les alldgements
d*écriture.

2.2. Signaux numériques obtenns apres échantillonnage

La valeur quotidiennc de la température dans une station météorologique
est un nombre prélevé chaquejour (4 = | jour) surunsignal & temps continn s{t).

Le signal obtenu est un signal discret [s(kd)]. )

La fonction [s(k4}] n'est autre que la fonction s dont la vartable continue 2
a &t€ restreinte aux muitiples entiers du pas d’échantillonage k4.

Le nombre s(k4) est donc obtenu en faisant ¢ = k4 dans s(z). Souvent, on
fera A=1 et on patera de s(ky, 1
quelques risques d'incompréhension,

Le signal échantillonné-numérisé ou numérisé-échantiflonné (selon Pinterpré-
tation de la position de Péchantillonneur) est un signal nukerigue,

ecriture en est facilitée mais i y a
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4. Les signaux o temps discret

3. COMPARAISON ENTRE s* ET [s{k4)]

<* est une distribution, et [s(k)] une fonction, la comparaison n’est donc pas
possible. Au prix de certains écarts de langage et €n considérant § comme une
fonction on peut dire :

s* et [s(kd)] seront vues I'une et l'autre indifféremment comme des versions
échantillonnées du signal & temps continu s (voir fig. 4.5).

s* est la version analogique.

[s(k4)] est la version numérique.

En pratique s* avait été inventée pour faciliter les calculs des systémes
échantillonnés analogigues & l'aide de la transformée de Laplace (transmittance
pulsée...).

La suprématie du calculateur numérique diminue un peu 'utilisation de s*
an profit de [s(kd)] et de la transformée en z.

Désormais, nous considérerons un systéme place entre échantillonneurs
comme étant fondamentalement un systéme numérique.

ﬂ\ 5* [sth]

Fig, 4.5.

4. LES SIGNAUX NUMERIQUES FONDAMENTAUX

Ils peuvent exister comme tels, souvent ils sont les versions échantillonnées

-(numériques) des signaux test analogiques.

~ On convient que si linstant d’¢chantillonnage survient sur une discontinuité,
Péchantillon pris est la valeur 4 droite de la discontinuité,

'4':_.1. La rampe upitaire [r(kA)] (fig. 4.6)

0 pour k<0 signalcausal
k4 pour k=0

rlkd) = {

[rikd}] scra (hélas) souvent notée r{k}
-au prix d'une double incorrection.
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4.2. L’échelon {I'(kA)] unitaire et causal (fig. 4.7)

0 pour k<O

riky=
() 1 pour k=0

Il peut provenir de ’échantillonnage de ['{t) (voir convention préliminaire
d'échantillonnage sur une discontinuilé),

rk4)

Fig. 4.7.

4.3. Le Dirac [6(X)] unitaire centré (fig. 4.8)

0 pour k#0

8(k) = 1 pour k=0

il peut provenir de I'échantillonnage de impulsion standard.
1l est essentiel ici de ne pas confondre [8(k)] et d(k}.

B{ka)

4.4, Comparaison entre §(r) et 8(k)

[5{k)] est la version numérique et §(i) la version analogigue de ’échantiilon-
nage de I'impulsion standard ci-contre, de hauteur 1 ¢t de largeur 4 {aire 4)
(fig. 4.9).

¢ L’échantillonnage, 3 droite des discontinuités donne bien [8(k)].

o Par ailleurs s*(t) = 4.1.48(t), la somme X figurant dans I'expression (4.1)
se réduisant 4 un seul échantillon s{0) = 1.

1
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, s(0)

Q 4

Fig. 4.9,

4.4 Expression générale d’un signal guelcongue [u(kd)]

Un signal quelcongue [u(k4)] peut &tre considéré comme la somme pondérée
d'impuisions de Dirac décalées (fig. 4.10)
wlle) = .. + u(0). 6(k) + w{l}. 6k — 1) + .. + wli}d{k — D+ ...
u(l) =Y, u(@) . 6{k — i) ’

i

Fig. 4.10.

Ainsi, en rétablissant 4 le pas d’échantillonnage, il vient, pour échantillon-
nage-d'un signal u(s) :

w(kd) = i:fmu(m} L 8(kA — id)

o= = oz

* Ceci est ta version numérique quil faut & Pévidence rapprocher de
. i=+e

w (B =4. Y u(id).d{—id}

i — o

uj est la version analogique.
- Dans ces deux expressions, les « Dirac» sont trés différents.
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3. CONVERSION ANALOGIQUE-NUMERIQUE
ET NUMERIQUE-ANALOGIQUE

En automatigue, en physique, on observe des chaines mixtes de systémes
analogiques en communication avec des systémes numérigues.

Chaine Hi-Fi 4 compact-dise, réseau téléphonique, boucle de régulation, sont
des systémes mettant en ceuvre des parties numérisées et des parties analogiques.

Les conversions de signaux nécessaires impliquent en pratique des opérations
d’échantillonnage et de blocage inséparables de celles de la conversion propre-
ment dite.

3.1. La cenversion analogique-nmmérique

Une autre interprétation — équivalente du point de vue du résultat — du
§ 1.2.1 est de considérer que I'échantillonnage, 4 la cadence 4, est réalisé par le
suiveur-bloqueur, la conversion ayant licu immédiatement aprés 'ouverture de
Pinterrupteur I, sur un signal blogué, suivie d™un transfert.

Le schéma fonctionnel du dispositif ¢chantillonnage-numérisation, réalisé
4 I'aide de deux fonctions élémentaires est représenté fig, 4.11.

E est 'échantillonneur,

N est le CAN proprement dit qui assure la conversion,

s{kA) est alors un nombre, codé sur 8, 12, ... bits.

(1)

]—.-\-——. ¥ osmm— 4 dee—" ek 4 et v wm———

NE.
Fig. 4.11.

3.2. La conversion numérique-analogique

L'opération est réalisée & 'aide de deux fonctions élémenlaires (fig. 4.12).

) est le convertisseur NA proprement dit, il réalise la dénumérisation.

BOZ reconstruit le signal 4 temps continu qui est 'opération inverse de
Popération d’¢chantillonnage. On congoit qu’il est impossible de reconstituer




nstituer

4. Les signaux a temps discret

Fig. 4.12.

Pinformation qui manque entre deux échantillons, Cette importante question
“sera étudiée plus loin avec le théoreme de Shannon.
La fagon la plus simple et Ia plus répandue (mais non unique) de reconstruire

* lesignal consiste 4 « bloquer» I"échantilion courant jusqu'a Parrivée du suivant,

On obtient un signal en marches d’escalier (fig. 4.13).
Le bloquenr BOZ est dit d'ordre zéro.

(1)

Fig. 4.13,

il'existe d’autres reconstructions possibles, par filtrage notamment.

Remarque importante

La description ci-dessus est purement fonctionnelle. Le blogqueur d’ordre zéro
n’est pas uncomposant analogique. En fait, le blocage est assuré par mémorisation
numérique du signal e(kA4), dans un registre (Latch),

Cette mémorisation peut avoir lieu de deux maniéres différentes :

e L'entrée du CNA est munie d'un registre tampon qui garde en mémoire
I'échantillon jusqu'a I'arrivée de son successeur.

¢ Le CNA n'est pas muni de ce registre, mais il esl connecté 4 un port
Entrée-Sortie du microprocesseur qui, lui, posséde ce registre,

Ainsi, e CNA «veit» échantillon pendant toute la durée 4 de Fhorloge
cadengant les opérations, sa sortie est donc bien en marches d’escalier.




CHAPITRE 5

LES SYSTEMES
CLASSIFICATION

1. CLASSIFICATION DES ENTREES-SORTIES

Un systéme est un ensemble directionnel.
Les signaux d’entrée agissent en tant que causes, les effets s’observent sur les
corties. 11 est amalogique (temps contimi), numérique (temps discret} ou
&chantillonné (analogique discrétisé).

1.1. Les entrées

Les entrées de commande permettent d’agir sur le systéme et dele piloter vers

un but spécilié.
Les entrées de perturbation sont subies sans qu’on puisse agir sur eiles, lear

mode d’action est parfois mal identifié.

1.2. Les sorties

Eiles permettent d’observer le systéme; elies dépendent du point de vue ol
on se place. On peut ainsi observer la vitesse ou bien le couple d’'un moteur.

L'état du systéme est une notion moderne. Il permet d’observer depuis
plusieurs points de vue, a I'aide de variables dites variables d’état.

Un systéme monovariable a une seule entrée et une sortie, il est multivariable

dans tout auire cas.

5 LES SYSTEMES MONOVARIABLES

2.1. Systéme causal (non anticipatif)

(est un systéme qui ne répond pas avant d’étre excité. Si Pentrée est nulle

pour t < 0, 1a sortie l'est aussi; :
Les systémes temporels (signaux dépendant du temps) réalisables sont causals.

r




ploter vers

:lles, leur

variable

s 65t nulle

5. Les systémes classification

- 2.2, Systéme dynamique (ou systéme & mémoire)

Un systéme est dit instantané si & un instan! donneé sa sortie ne dépend gue
ds l'excitation 4 cet instant,
Dans tout autre cas, il est dit, & mémoire, ou dynamique.

sysiéme

Fig. 5.1.

Systémes instantanés

vk} =56 . W (k)
o) = alt) . u()

Systémes 4 mémoire
¥l = auk) + bu{k — 1)
y(&) = ault — o)
y(t) = au(t) + by'()
Lélément-mémoire d’un systéme analogique est le condensateur, celui du
systéme numérique est le «latch» (la bascule-mémoire).

L'intégrateur (condensateur) et le registre 4 décalage {bascule} permettent la
modélisation et la réalisation des systémes dynamiques.

2.3, Systéme stable

Sa sortie est bornée lorsque son entrée Iest.
Excité par une impulsion de Dirac, le systéme partant du repos voit sa sortie

. ‘revenir & zéro, aprés un certain temps §'il est analogique, ou aprés un certain

nombre de coups d’horloge §'1l est numérique.

2.4. Systéme a temps invariant

Un décalage temporel sur 'entrée décale la sortie d’autant. Le systeme garde
ses propriéteés sans vieillir. En numérigue si 'entrée est décalée de quelgues coups,
Ia sortie est décalée d’autant. Un parcmétre est un systéme numérique. L'entrée
est la somme d’argent introduite, la sortie est la durée de stationnement autorisée
correspondante. Ce n’est pas un systéme invariant car le « tarif» varie selon les
heures (aprés 19 h) et les jours fdimanche) de [a semaine.
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2.5 Systéme linéaire

Ti satisfait au principe de superposition.

La réponse & la somme pondérée de deux excitations est la somme pondérée
des réponses & chaque excitation séparee.

Nous supposerons que nous pouvons étendre cette somme i un nombre infini
de termes ou 4 une intégrale.

3. LA RELATION ENTREE-SORTIE DES S.L.T.L

De tous les systémes, nous distinguerons ceux qui sont causals, linéaires et A
temps invariant.

La relation entrée-sortie est une équation différentielle ou récurrente linéaire
et & coefficients constants, Les conditions initiales sont nulles; le systéme est au
repos lorsque Pexcitation est nulle. h

La solution de Péquation, qui donne la réponse du systéme a une excitation
imposée fait Pobjet des chapitres suivants.




CHAPITRE 6

LA REPONSE DES SYSTEMES
CONVOLUTION

1. DEFINITION DU PRODUIT DE CONYOLUTION

"1.1. Discret

[x(%)] et [y(k)] sont deux signaux définis pour k entier quelconque. On
_appelle, sous réserve dexistence, { p(k)] le produit de convolution défini par la
. fonction qui & k entier associe p(k) tel que

i=+m i=+ew

pl)=(x+» )= 3 x().yk—1i= __Z_ y@) . xk— 1

i=—~wm
un simple changement de variables permet de montrer la commutativité du

oduit.
- Si x(] et [ y(k)] sont causals alors

'x;(i)=0 pour i<0 et yk—9=0 pour E—i<0 donc i=k

- Le produit se simplifie

i=k i

i=k
py= Y x().yk—10|= Dy(ﬂ-x(k—ﬂ

=0

roduit, commutatif, se décrit de maniére analogue

p(t) = J x(u) » y(t — u) du

— 3

our des signaux x et y causals, on a !

p{t) = {x = y}{t) = j x(uy, it —wdu i = J. yla) . x{t — u) du

¢ 0
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2. QUELQUES PROPRIETES
CONVOLUTION AVEC L’IMPULSION DE DIRAC

2.1, Discret: 8(k)

2L1. (x * 8)k) = izim x(k— 1. 8()

==

Le seul terme non nul de la série s'obtient pour i =0 car seul §{0) = 1,
¢ (i) est nul pour les autres vateurs de /.
Done:

bx % 8)(R) = x(k)

d(k} est P’élément neutre pour le produit (de convoirtion).

2.1.2. La convolution avec un Dirac retardé, retarde le signal :
x(k) % 8(k — ko) = x(k — k)
car dans la série qui explicite le produit de convolution, seul le terme  x{k — k)
est reteriu, puisque  dk — kq) est nul pour (k — ko) # 0.
Remarque
* Le produit de convolution est un produit de fonctions, il aurait fallu écrire

[x(i)] # Lotk — ko}] = [x(k — ko).

2.1.3. D’aprés 2.1.2. la convolution par un peigne de Dirac va « périodiser» le
signal puisque chague «dent» a une action de recopie autour d’elle (fig. £.1).

s(k) * LLi(k) = sp(k)  (période = 6)

S

(k) L) = s,(K) (période = 6)
Fig. 6.1.

s(k) doit &tre nul en dehors d'un intervalie et la période du peigne doit 8tre assez
grande, sinon il y aura recouvrement, ce qui enléve de I'intérét 4 Popération,

2.2. Continu : §(¢)

Les trois résultats précédents sont entierement transposables.

+ e

lt — i) . 5a) . du

221 (x = 8)(t) = J

o
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mais x(t — 1) . 6{u) = x(t} . 6(1) comme cela a ét¢ démontré (chap. 2, § 5.2).
Donc

(e % 8)(0) = x(2) _[ mcs(u) du = x()
2;2.2. De méme
' x(8) % 3{t — tg) = x(t — tg)

2.23. Enfin
x(t} * LL(E) = xp(2)

- Chaque dent du peigne a une action de recopie autour d’elle, et le motif x{t}
gst recopie periodiguement pour donner xp(#); la période est celle du peigne

-{fig. 6.2).
[{p{l}
e

= xy(t}

y Pécrire

3, LA REPONSE IMPULSIONNELLE D’UN S.L.T.I. CAUSAL

1. Discret

La réponse impulsionnetle f(k) est la réponse du systéme 4 Iimpulsion (k)
£.3).
Donrnons-nous un exemple : I'entrée u et la sortie y sont liées par I'équation
rrente du premier ordre suivante :
y(l) — aylk — 1) = ulk)(*)
entrée u(k) étant l'impulsion de Dirac elle vaut I uniquement pour £ = 0.
systéme &tant causal (k) = 0 pour k < 0 et en particulier y{(— 1) = 0.
n-peut donc calculer la réponse y(k} pas a pas
y(0) = 1
Vll=ay0})+0=a
y(2)=ay{l) +0=a> etdonc yfk)=d*

¥} Celte équation, wesl pas la forme standard qui sera #ludiée au chapitre 18 qui
yik} — ay{k — 1) = utk — 1), et non u(k). Dans (6.3), it y a aclion (liaison) directe de lentrés
Iz sortie puisgue par exemple p(3) est fonctior de w(5). On remarque d'ailleurs que #{0) n'est
mul (action instantanée de Iimpulsion d'entrée 6(k).)
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h(k}

[+ ..

yik)

Fig. 6.3.

La réponse impulsionnelle de ce systéme est  h(k) = a*. .

Le systéme sera stable si |a} < 1, en ce cas h{k) décroit quand »# angmente. |

81 on procéde 4 la numérisation {quantification), alors k(k} sera codé égal 4 -
zéro & partir d’un certain rang, désque #(k) < LSB du systéme de quantification.

Le systéme est alors & réponse impulsionnelle finie (R.IF.).

3.2. Continu

La réponse h{t) & Yexcitation d{r) est aussi appelée réponse impulsionneile,
Nous verrons comment calculer h{#), solution de P'équation différentielle qui

décrit le S.L.T.L

4. LA REPONSE D’UN S.L.T.I. CAUSAL

A UNE EXCITATION QUELCONQUE

4.1. Systéme numérique .

Nous avons vu (chap. 4, § 4) qu'un signal numérique quelconque est en fait
une semme pondérée de fonctions impulsionnelles décalées {fig. 6.4).

u(k)

s

+

systéme

Fig. 6.4,
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Chaque impulsion agit pour son propre compte & travers le systéme,

h(k} est la réponse & l'entrée impulsionnelle (k).

u(fy . h(k — i) sera celle correspondant 4 Pimpulsion  u(i) . 8(k — i)

En effet : 1) Le systéme est invariant donc si on décale P'entrée de i coups h

~ sera aussi décalée de / coups.
2} Le systéme est linéaire, donc si on multiplie 'entrée par u(i), la sortie est

- multipliée d’autant.

" Bt 1a somme de toutes les impulsicns d’entrée u(k)
(=+ewm

wh) =3 wli). ok — )
izf uli) . bk — )

i=—w

produit la superposition des réponses

La réponse [p(k)] &8 une entrée [u(k)] est le produit de convolution de
Pentrée par la réponse impulsionnelie du systéme :

y(k) -(h*u){k}af Ak — 1) . u(i)

P=k
Y h(k — iy . u(f)
i=0

si u{k} est causale, car Ji(k) est causale.

4.2, Systéme confinu
La démonstration est identique, la somme discréte sera remplacée par une

" intégrale
' +oo
ul(t) = f u{x}. é(t — x) dx (convolution avec Dirac) (chap. 6, § 2)

—od

+ o
A{t — x) . u(x) dx scra Ja réponse du systéme.

“done  {1) = j

On reconnait le produit de convolution (b « w)(t).
La sommation {ou l'intégrale) sont limitées 4 l'intervalle {0, k] {ou {0, ¢])

- lorsque le signal d’excitation causal est appliqué A linstant £ =10 4 un systéme

@ repos.
En résumé

‘ik Atk — . u(i)

y=hsu=¢{"2;
Jh(r—x)‘u(x) dx
o




2¢ partie. Représentation temporelle des signaux

5. APPROXIMATION D'UNE IMPULSION BREVE
-PAR UN DIRAC
(DEMONSTRATION)

Nous avons déja évoqué (chap. 3, § 3) cette possibilité, Démontrons-la.

e(x) est une impulsion de durée x,, bréve devant Je temps de réponse du
sysiéme qu'elle va exciter, dont la réponse impulsionnelle est A(x) (fig. 6.5a).

‘La réponse s, du systéme hi, 4 cette entrée e sera

+ oo

sii=th+e)t) = j h(x).e(t —x)dx

-an
Comme
et —x)=0 pour t—x<0 e —x>Xg

ona s(i}= jr h(x) . e{t — x) dx.

I—Xo

N e(x]

a b}
Fig. 6.5.

81 xg est petit devant la durée de h(f), on peut donc considérer que sur
Pintervalle [f — xq, £], B{x) varie peu et vaut donc A(t) (ig. 6.5b}.
3

On a alors s{t) =~ A(f) . J. e{t — x} dx = s . hit), ou s représente l’airé

t=Xo0

de I'impuision e(x}.

Comme s(1) est « fois la réponse du systéme 4 Pimpulsion de Dirag, cest
donc que Pentrée est ot fois ce Dirac.

Dod eft) = 4. o(f).

Théoréme

Une impulsion bréve de forme quelcongue, peut &tre remplacée pour les
calculs par un Dirac de poids #, o st est I'aire de 'impulsion.

Ainsi, la réalisation matérielle ¢'impulsions de Dirac au laboratoire se résume
a Ta création d’impulsions bréves, mais suffisamment énergétiques (+ significatif)
pour exciter le systéme de maniére & obtenir une réponse visible et mesurable.
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6. DETERMINATION
DE LA REPONSE IMPULSIONNELLE :
DECONVOLUTION

Au laboratoire, la premiére idée qui vient & Iesprit pour obtenir h(z) est
‘exciter le systéme avec une impulsion bréve (voir § 5} et d’observer la sortie.
Le résultat est souvent décevant, car le systéme réagit peu a une impulsion
¢ faible énergie et « on ne voit rien» ou presque. Toute augmentation de I'énergic
‘est dangereuse car, par l'augmentation de lamplitude on est menacé par la
‘saturation, et par augmentation de la durée on ne satisfait ptus a I'imperatif de
“briéveté.

La deuxiéme idée est d’envoyer un train d’impuisions de fagon 4 cumuler
‘Pénergie. Cela se fait, et si les excitations sont réparties de maniére quasi {pseudo)
aléatoire, on peut par corrélation (voir Tome 2 : identification) obtenir k{z).

" La troisiéme idée est d'envoyer une excitation quelconque mais connue u{t),
dobserver la réponse p{t) ct d'extraire h(f) de Péquation y=h+u Cest la
déconvolution.

6.1. Le systéme est discret et u(0) #0

Ona y{k) =u(0). h{k) + u(l) . h{k — 1) + ... + u(k) . h(0); faisons

k=0 y(0)=u(0).hQ) done  h{0) = f’_‘_{(%
y(1) — A(0) . u(1)

“{0).

k=1 p(1)=u(0). k(1) + u(t). k{0) donc h(l)=

é'terme général est h(k) = — I:.V(k} - lik htk —1) . “(f):]-

u{0) i=1
- Ainsi, sous réserve que #{0) ne soit pas nul, ni trop petit {erreurs), 1l est possible
“:de déterminer h{k) & partir des échantillons des signaux u{i) et y(@).

6.2. Le systéme est continu et. #(0+) =0

i
L'intégrale de définition y(t)= | At —x) . u{x) dx est calculée par la

0
méthode des rectangles (chap. 1, § 3), leur base est 4.

izk—-1

Il vient y(kd)=4 3 hilk—d}y.u(s); soiten allégeant I'écriture
i=0

y(k) = 4 . (@) . h(k) + u(l}. bk — 1} + . + u(k — 1) . k(1)1
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On se raméne & I'étude précédente, & ceci prés que ia suite s'arréte un coup

avant, et que 4 est en facteur.
L’influence des perturbations et des bruits est génante.

Des essais répétés avec la méme entrée vont permettre d’'en diminuer -

I'sncidence.

7. CONVOLUTION CABLEE

Un filtre est un systdme qui Tegoit en entrée le signal & filtrer et qui produit.

en sortie un signal modifié, Cest-a-dire «hltré.
Pour les signaux numériques on a, g'ils sont causals :

s{l) = lg hii) . etk — 1)

ki) est la réponse impulsionnelle du fittre. Eile doit 8tre déterminée spécialement .
pour que le filtre remplisse Pobjectif qui lui est assigné.

‘Examinons le cas ol le {ilire calcuié est a réponse impulsionnelie finie
(R.LF)(*). On a alors:

h(h =0 pour i<0 etpour [>ig

Traitons par exemple le cas o0t ip = 3.
On aura :

s(k) = izzs (i) . e(k — i)
{=0
= h{0) . e(k) + h(1) etk — 1) + h(2) . ek — 2) + h(3)e(k — 3)

Ainsi on peut sortir s(k} en remps réel. Les constructeurs proposent de tels
fltres. Dans le filtre non récursif & structure directe, présenté a la figure 6.6, etk)
est codé sur 8 ou 10 bits,

ENTREE e{k) e(k - etk — 2) etk —3)
elk) '

k(1) hi2)

sommateur

Fig, 4.6.

© (%) Ou F.LR. en anglais : Finite Impulse Respanse.

par progrd
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" rest un registre 4 décalage qui retarde d'un coup.
2 h(0), h(1) ... sont également codés sur 8 ou 10 bits.

Le sommateur réalise ici la sommation de 4 nombres codés sur 8 ou 10 bits
rovenant des 4 produits, effectués par 4 multiplicateurs numériques.

On voit qu'avant de commencer, il faut initialiser le filtre et mettre zéro dans
uus les registres et dans le sommateur. Ensuite la convolution est effectuée en
ontinu.

La cadence peut éire trés rapide, beaucoup plus rapide que st le caleut est
it par programme,




3¢ PARTIE

REPRESENTATION
FREQUENTIELLE
_. DES SIGNAUX
FONCTION DE TRANSFERT
DES SYSTEMES

-Un S.L.T.1. qui regoit un signal u{t) le transmet vers sa sortie mais if le
déforme et y(f) peut étre trés différent de u(t).
- Alnsi, une excitation en créneau verra ses angles vifs arrondis voire com-
pldtement rabotés, une sinusoide sera affaiblie et déphasée.
1l n’est pas aisé de prévoir les déformations subies par un signal car slles
cpendent de Pappareil et aussi du signal hi-méme.

Souvent, le systéme réagit mal aux signaux 4 variations rapides, sa propre
réponse impulsionnelle s’étale dans le temps, on le dit « lent ».

Quelquefois, il se montre trés sensible & certains signaux au point méme

osciller, on dit qu’on a excité un mode de résonance.

n s¢ rend compte que la description des phénomenes par la relation de
ution vue dans la 2°¢ partie
Ty=h=y

‘pas bien appropri¢e pour suivre certaines propriétés.
€5t pourquoi nous allons donner une autre « représentation » des signaux :
présentation fréquentielle, qui conduit 4 la fonction de transfert des
£5.
Sur'le plan mathématique cela mmplique la construction de transformations
ropri¢es 7, fondamentalement lindaires. '
15 allons en définir quatre (¢, £, 2, 7).
La transformation ¢ réservée aux signaux sinusoidaux est & rapprocher de
ode de Fresnel. _
Les trois autres possédent en commun, outre la linéarité, la propriété de
isformer le produit de conmvelution en produit simple et les opérations
gration-dérivation (somme-différence) en opérations polyndmiales,
La représentation fréquentielle des signaux est trés familiére aux ¢électroni-




CHAPITRE 7

LA TRANSFORMATION ¢
TRANSFORMATION CISSOIDALE

La transformation C préfigure les transformations £ {Laplace) ou F (Fourier}

On l'appelie transformation cissoidale,

Elie fournit un cadre rigoureux et simple pour Pétude du régime permanet
sinusoidal des systémes linéaires, qui se substitue A la méthode de Fresnel.

Désormais, le lecteur traitera ses problémes, non dans l'espace temporel
Iy est familier, mais dans un espace image qui simplifiera les calculs.

1. DEFINITION
© (fig. 7.0)

C
-

Fig. 7.1.

T,, est I'ensemble des fonctions sinusoidales du temps de pulsation fixe
On démeontre qu'il posséde une structure d’espace vectoriel.

F est 'ensemble des nombres complexes.

G, est une application de T, dans F qui & toute fonction sinusoidale s de T,

correspondre e nombre S.




7. La transformation €. Transformation cissotdale

G, est construite de la maniére suivante :

¢
s(t) = A, . sin (Wi + @) — S =4, .e°
— g <+

Le module d¢ § est lamplitude (> 0) de s(z).
L'argument de S est la phase a I'origine ¢ de s(t).
Nous altons donner quelques exemples.

i) = 3 sin wt a pour image

. . 2 .
w{t) = 220 ﬁ sin (wt + %I-) a pour image

5(t) = 2 cos wt = 2sin (mr + g) a pour image S = 28% == 2f

Inversement

1
U=100. ﬁ (1 +J) a pour original u{f) = 100 sin (wr + z-)
I

100
= ——2 \/5 et Arg(y) = Arctg 1 = e

2. PROPRIETES
2.1. Linéarité
La transformation €, est linéaire :

Cula.f +b.gl=aC,[f1+bCulg]

et b étant des constantes réelles, f et g des fonctions sinusoidales.
Cette propriété, un peu longue a démontrer s'appuie sur le fait que
sin (wt + @) = A . sin wt + B cos wi.

2, Transformée de la dérivée
La dérivée d’une sinusoide est encore une sinusoide mais de phase augmentée
de: g On a donc trés simplement si
ity =1, .sin {wt + @)
ity =1, .w.sin (a)t + @ +§)

. il .
Coli] = I 0. {e*) =joo . 1y e =jo . ]
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L'opération de dérivation dans espace T, s¢ traduit par une opération d
multiplication par jeo dans Pespace F.

2.3. Transformée d’une fonction retardee

Soit 5,(f) = 4 sin o, son image S, =4
alors s,(1) = A sin w(t — 7} = A sin (wt — wT)
aura pour image S, = 4. g dor =TIt 8.

Un décalage temporel &quivaut a un déphasage. L’exponentielie imaginaire}
rraduit ce déphasage. Un décalage d’une période T est sans incidence sur I'imag

2.4. Représentation géométrique

u(t) = U,, - sin (aat' - %) a pour image dans F

U=U,.e"® avec ¢ =~

Fig. 7.2.

Nous avons Ia trés classique représentation de Fresnel. 11 convient d’observ
que @, la pulsatton, est fixe (hg. 7.2).

3. APPLICATIONS, RESOLUTION DES PEOBLENIES
DE REGIME PERMANENT SINUSOIRAL '

Lorsqu'un systéme lineaire 3 temps invariant (S.L.T.1.) est excité par une entr
sinusoidale de pulsation o, il est remarquable que sa réponse en régime perman
soit sinusoidale et de pulsation w également.

- Ceci résulte du fait qu'll existe une seolution particuliére sinusoidale
. Véquation différentietle

() + @,y xTOO) + @y X(0) + do - X(1) = B . sin ot

La recherche de cette solution x(z) est immeédiate a I"aide de €.




7. La transformation 6. Transformation cissoidale

x(¢) est de la forme A . sin {mf + @) ou A et ¢ sont recherchés,
H vient, en appliquant €, 4 P'équation, et en posant X = @, [x]
B
)" X + a,. o) ' X+ .. +apX=B=X=——"
Geo) 1) e ag + ... + Jooy
d'oll X, dont le module donnera A et dont I'argument donnera .

Exemple 1

Léquation fondamentate de la dynamique, projetée sur Paxe horizontal,
-appliquée a la masse m qui glisse horizontalement( sans frottement dans la seule
~direction D nous donne (fig. 7.3) :

S — kx{t) = mE(1)

90D el

X[t}
Fig. 7.3,

Si f{t) est sinusoidale mX(s) + kx(t) = Fg . sin wt,
Appliquons €, m{jwyX + kX = F, d'oi
Fq

= X est un nombre complexe
k—w" .m

it "observe
tdo et Arg X =0,

. . 2 _ o
}_Si k<ot.m, 1X|——~——k_wm

el Arg X =n

Fn .
. m . S10 ot
On peut observer que s'il y avait cu un terme de frottement proportionnel 4
vitesse x(f), joo aurait &€ présent et X aurait été complexe, son argument

urait représenté le déphasage entre x{t) et f{z).

Dans les deux cas x(t) =

. et) = Eg . sin wt  est une excitation sinusoidale.
- L'équation fondamentale de I'électricité (loi d’Ohm) nous donne :
' e(ty =R . i1 + v(0)

o(t) = Li'(t)
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i)

Fig, 7.4.

On souhaite calculer »(f) en regime permanent.
Puisque eft) est sinusoidale de pulsation w, i et v le sont aussi.
On peut donc appliquer G, aux deux équations
E=R.I+V
V=L. (.l
L,
Y g
R+ jLw
Le lecteur aura remarqué introduction des notions familieres d’impédance..

QOn déduita V =

L'amplitude de o{f) est le module de ¥ soit :

8a phase a l'origine est 'argument de V.

Lw
Arg V = g + Arg (E) ~ Arctg | — | avec Arg(E)=0

4, CONCLUSION

4.1. Fonction de transfert complexe d’un S, L.T.L
excité sinusoidalement (fig. 7.5)

systéme linéaire
{puisation w)

Fig. 7.5.

La relation entrée-sortie est une équation différentielle. Par exemple :
az () 4 as(t) + ags{t) = boe(t)

e(t) est sinusoidale de pulsation w, dong en régime permanent, s(f} I'est aussi.




7. La transformation €. Transformation cissoidale

Appliquons C, : @, . (jw)*S + a; . jwS + a,5 = boE d'on
s bo

E" ap + ay - jor + ayjw)

= H{jw) = fonction de transfert.

La fonction de transfert représente le rapport sortie sur entrée dans ['espace
- F (et jamais dans l'espace T,), elle caractérise le systéme. H(jw), pour o donné,
est un nombre complexe qui ne dépend que des paramétres g, et b; du systéme.

4.2. Remarque importante

. C, ne permet pas de transposer dans I'espace F d’autres signaux que les
signaux sinusoidaux de pulsation w.
It faudra attendre £ pour une généralisation.
En outre, lorsqu'un systéme est excité sous plusieurs fréquences w, et w,, on
appliquera C,, aux signaux w,, puis C,, aux signaux w,.
Si le systéme est linéaire, on pourra superposer les réponses.

L’opérateur de dérivation se traduit par la multiplication par (jw).

as

En conséquence, il ne faut jamais séparer j de w; doit étre préféré pour

1
JjCw

clad —2.
Caw
Les puissances paires en w sont réelles.
Ls puissances impaires sont imaginaires pures.
Ceci fournit un instrument de vérification précieux.




CHAPITRE 8

LA TRANSFORMATION ¢
TRANSFORMATION DE LAPLACE

Pierre-Simon de Laplace (1749-1827) fils d’un cultivateur normand, cofonda
teur avec Monge de 'Ecole Polytechnique sous Bonaparte fut un homme politigu
discret et un scientifique de renom.

Contemporain de Fourier {1768-1830) qu'il connut 4 PQ]ytech nique, il redxgea
— -entre autres publications — Ia théori€, objet de ce chapitre.

La transformation £ généralise la transformation C.

~ Elte fournit un puissant outil de résolution dans un espace «fréquentiel» d
problémes posés dans 'espace « temporel », sous forme d’équations differentielle
linéaires et a coefficients constants.

La transformation € s’applique aux fonctions mais aussi aux distributions
Nous nous contenterons de celle de Dirac. Cela nous permstira de présenter I
rransformée £ d’une dérivée de fonction discontinue, en aous appuyant sur
résultats évoqués dans le chapitre 2 consacré aux distributions.

1. DEFINITION DE LA TRANSFORMEE DE LAPLACE
(MONOLATERE) ¢ (fig. 8.1)




8. La transformation . Transformation de Laplace

T'est un ensemble de fonctions f;.

Ces fonctions de la variable réelle r sont & valeurs réelles.

Elles croissent moeins vite qu'une exponentielle quand ¢t — oo,

Elles sont dérivables av sens de la dérivée généralisée (mombre fini de

discontinuités 4 saut fini).

F est un ensemble de fonctions F|.

Ces fonctions F; de la variable complexe p, sont analytiques et 4 valeurs
essentiellernent complexes.

Si nécessaire on poscra p = o + jo{*)

La transformée de Laplace § est une application de T dans F

£
j;eﬂ'\! = FpEC th[f}

Fip) = J mﬂt}.e"’“ ds
4]

L est dite monolatére car Pintégrale s'étend de 0 & +oy; il est possible de
definir une transformée bilatére de — oo 4 4+ .
F{p) n'est transtormée de f(r) que si 'intégrale existe, c’est-d-dire si
ey, e ™| =[f{t) . e™ %' tend vers zéro quand ¢ augmente indéfiniment, et

si f{1) est localement sommable. _
Selon f(r), ceci exige que o soit assez grand, pour forcer le produit & décroitre.

Donc F(p) n'est 'image de f{t) que pour Re(p) > .

Calculer la transformeée de [ avec f{t}) =e¥ pour t> 0 etinconnue pour
t <0
E[f]=F avec:

+ oo 1
F - pl=ptat dp ,[el-pram+=
(p) JO — [

La borne infinie pose probléme.

Mais t3t—;:v+rx}f —_ e{—a+a}t . e—jmr.
- . Quand ¢ -+ o0 Texponenticlle imaginaire n’a pas de limite; 'exponentieile
réelleen a unesi — o + a < 0, elle tend alors vers zéro.

Poncsi Re (p)>a
1 l
(D= O ==

{*) Dans certaias ouvrages, notamment en langue anglaise, s désipne la variable ict nommée p.
genéralise fa notion de pulsation, ; .
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Bien que la notation soit impropre, on notera :
1
L[e*] = —— (4 >
[e] = —— (Re(r) > )

La bande du plan complexe & droite de a définit le domaine de p ou F{p)
est image de f(f) : c’est Je domaine d’absolue convergence de Fl.

2. QUELQUES PROPRIETES

2.1, Linéarité

Llaf + bgl = ol [ ]+ bL[ g}

Ceci est nne conséquence de intégrale de définition.
On prendra la zone d"absolue convergence la plus 4 droite, commune d f etdg. -

2.2, Produit de convolution

It convient de noter que C{f .g] wn'est pas £[f].¢[g].

Parcontre L{f xg}=C[f].L[q].
I # g est le produit de convolution.

Nous démentrerons ce théoréme aprés le théoréme du retard.

2.3. Theéoréme du retard temporel (signal causal)
7> 0 (Hig. 8.2)

Soit f: (s f(t) maisavec [f{f)=0 pour r<0
et g: tgll=ft—1 g{)=0 pour t<<

Si LES]=F(p) alors Llgl=e"*.F(p).
En effet

+ oo
Elg] = j fit—7).e ¥ dt puisquede0ar ft—1=0

En posant ¢t — 1= x il vient
+ @ +
E[g]:f Fix) e pxte dx:e"’".f v fix) e P dx
1] 2

Il est bien clair que l'intégrale vant F(p), le nom x ou ¢t de la variab}
d'intégration n’important pas.

2.4, Théorém

Cherchons &

On observe ;
multiplication pe
Cect est trés

25 Revenons

Nous imposo:
Praprés la déf

LL

Fintégrale de com

~Faisons entrer
ordre des intégr:
oins, nous la sup;

On reconnait d
OUr ¢ < x} retardeé
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Fig. 8.2

2.4. Théoréme du retard fréquentiel

Cherchons la transformée de e . f{). On trouve

+m
.[ fine P ¥ dr soit F{p—a)
0

On observe ainsi qu'un «retard» « e » dans 'espace F a pour origine une

muitiplication par ™ daas I'espace 7.
Ceci est trés symétrique du théoréme du retard temporel.

'~ 2.5. Revenons au produit de convolution /g

Nous imposons f{t) causale (nulle pour ¢ < 0) ainsi que g(1).
Draprés la définition du produit de convolution :

E[f*g}:[ (j Ji) . gt — x) dx)c“" dit

intégrale de convolution commence en 0 car  f{x} =0 pour x < 0.
Faisons entrer ¢~ dans Pintégrale de convolution et permuions ensuite
‘Pordre des intégrations. (La légalité de cette opération exigerait beaucoup de
oins, nous la supposons assurée.)

ELSf *g]:J‘ (j‘ me_"’._j‘"{x.}.g,*(tmx] dr) dx
0

0

= J +m_f(x) (J +mc“"g{t—x) dz) dx

On reconnait dans lintégrale intérieure la transformée d’une fonction (nulle
pour ¢ < x) retardée; d’apres le théoréme du retard on aura :

= I +mf(x} e P G(pydx
a

L]
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A infini e~

=6(). | 9.6 7a
G(p) fg fix).e x peut sortir p de

LUf* gl = Gip) . F(p}
pour f et g causales.

Dans cette

Le produit de convolution est transformé en un produit simple.

L’application aux systémes linéaires est immédiate. Nous avons vu que la
réponse (causale} d’un S.L.T.I. partant du repos, 4 une excitation causale e(t)
est s(7) = (A * e)(1) ol h(r) est la réponse impulsionnelie {causale} du systéme,

On a donc | S(p)= Hip). E(p)| H(p)=%8)

EX p)
transfert vue avec ¢,

3.2. Transfon

Cest-d-dire e
Nous allons
rigueur est extrar
Supposens dc
Nous savons ¢

généralise 1a fonction de

2.6. Transformé de Laplace de la distribution 5.
qui exprime en gL
discontinyes,
[f7 serait [a d
La linéarité de

£{l

La transformée de Laplace des distributions dépasse le cadre de ce cours.
En ce qui concerne §, on peut écrire formellement ; (ceci revient & considérer :
la « fonction 8(z} » et 4 tenter une pseudodémonstration)

o= [

Dapres chap. 2§ 5, e 7. 3(N=(""),_4. () = 1. 8()

oo 4-eC

e P _8(5. drzf_ ™. 8(0dt  car 8(1) est nulle pour 7 <0

=)

car L{/"T estliat
d’antre part £[5]

On a donc E(

La transformée
FO7); elle est génér
Si f est continn
81 f est discon
di's_-t__r.i-butions, admet

+m
d’olt £]8] =f 1.68(s)dr qui vaut 1 d’aprés chap. 2, § 4.

Ainsi L[8l =1,

3. TRANSFORMEE DE LAPLACE DE LA DERIVEE

Soit une fonction f dérivable pour >0, elle peut étre discontinue po
t=0 (par exemple ’échelon),

3.1. Transformée de f

+ =@

Par définition .C,[f ] =J;z e~ # f (D dt

En intégrant par parties il vient

+m@

dF 1=l - [ per Ly
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A Pinfini e ~# est npi puisque Re(p) = ¢ > Ty, €l en remarquant que Pon
peut sortir p de Pintégrale qui devient 11 transformée de la fonction £, on a :

£Lf1=plr1 — f(0)

Dans celte formule J0) = f10*) car I'intervalle d’intégration est ¢ > (.

3.2. Transformée de 1a dérivée prise au sens des distributions

Clest-d-dire en fait : « Transformée de la dérivée d’une distribution ».

Nous allons donner une version de ¢e point, qui malgré son manque de
rigueur est extrémement utile pour résoudre des équations différentielles,

Supposons done f discontinue en O et dérivable en ¢ > Q.

Nous savens (équation 2.4 chap. 2, § 6) que

L7 =011+ (0% = f07) . s

qui exprime en quelque sorte une « généralisation » de la dérivée aux fonctions
discontinues.

[fT serait la dérivée de la « fonction discontinue » f

La linéarit¢ de la transformation implique :

HOD) = ST D+ (0% — 107y . £5]
=PLLSD - S0*) + (fO*) — fio ). 1

car Lff] estla transformée de [a fonction dérivée ' vue § 3.1 d’une part, et
d’autre part £[§] = 1.

Ona done [ £(L/39= pt(f) = /(0] |

La transformée de la dérivée (prise au sens des distributions) fait intervenir
J(07); elie est générale.

Si f est continue, f{0*) = S07), on revient au cas vu § 3.1

Si f est discontinue a Vorigine, la dérivée genéralisée, par le biais des
distributions, admet bien une transformee,

Si f{¢) est causale, alors J07)=0; la formule est simpilifiée.

I convient d’observer une régle constante.

Désormais nons dérivons toyjours au sens des distributions,

Ainsi, s1 la fonetion présente des discontinuites simples, sa dérivée présentera
les impuisions de Dirac correspondantes,

3

&S . iy

I
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3.3. Remarque

Considérons g{t) = J_rf(x) dx; comme g(f}= f{t) ona:

P G{p)—g{07)=F(p)

L —

: 1 . .
don¢ G(p)= 5 F(p) puisque g¢{07) = g(0)=0
L'epératenr de dérivation est p.

L4 - I ) . 1
L’opérateur d’intégration est =
4

4. LES TRANSFORMEES DES SIGNAUX-TEST

4.1, Echelon-unitaire (7)

+m

dés que ¢ > 0.

4.2, Impulsion de Dirac 5(7)

3(t) = I'(1) {la derivation est prise au sens général des distributions, comme
nous Pavons dit)

(6] =2[I] = pL[I] — ')

zp.i—{)ml
P

It faut en effet voir § comme la dérivée au sens des distributions de ’échelo
unitaire. Le résultat confirme ce que nous attendions.

4.3. Rampe unitaire (7 > 0)

!

Ht) = { I'(x)dx puisque riy=t pour t>0

1}
{1 1
frl==.{-)=—=
[ p \p/ p?

4.4, Expon:

L’exponen

traduit (chap.

1
vaut -,

P
D'ou ffe

on déduit :

N convient d

que pour ¢ > (
-transformée, mé

-2 Applications

Trouver la tr:

U suffit de ren
~T'un est retardé {fi

On trouve alors
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4.4, Exponentielle e“(z > 0)

L'exponentielle causale e gécrit - e . (). La multiplication par e™ se
traduit (chap. 2, § 2) par un «retard» fréquentiel de la transformée de I’ () qui

vaut

1
p.
50~

1
D Cle*] = (déja vu également) et

p—a

. t
£ [ef¥] = ———
[e™] P — iy

on déduit : .

. Wo
C{sin wst] =5
1: O} p2+£ﬂ%

€ [Cos wet] =

P’ + g

1l convient de bien observer que les fonctions de Pensemble T ne sont définies
que pour t >0; ainsi deux fonctions [, et f; égales pour !> 0 ont méme
transformée, méme st clles différent pour < 0.

? Applications

Trouver la transformée de la fonction f

_ {4 pour D=<t<tip
o= { 0 ailleurs

Il suffit de remarquer que f(£) est la somme de deux échelons f; et [, dont
Tun est retardé (fig. 8.4).

m_&

Fig. 8.4.

A
On trouve alors 1 F{(p) = > {1 —e ") car

R R

e RS A e w-.acf-h?iﬁ-m—_-.-v-'—"“"‘“
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9 i
: Exercices : Le régim

Trouvez les transformées de f; el de f; dent les graphes sont les suivanis Le régim-
(fig. 8.5a et 8.5b). On peut
En employant la méthode vue ci-dessus on trouve !

Fip=2d -
v P

A _
F{p=§ (P)_Fc Fio

La transf
a coefficients
Dennons

11 convier

Fig. 8.5 .
En applic

5. LES THEOREMES DE LA VALEUR
INITIALE ET FINALE

La donné
L'utilisati
(uniguement

5.1. Knoncé
m [N =limf ()= lim pF (p}
=0 g2
by [y =limf () =lim pF(p), si la limite existe.
| > p= 0

Cette limite f{) exisie & condition que F(p) ait :
® tous ses poles (*) 4 partie réelle négative,
® ou au plus un pdle & Vorigine, les autres étant a partic réelle négative.

La démonstration de a) est facile & partir de la transformée de la dérivée. E Lécriture
La démonstration de b) cst plus délicate. : - en électricité.
Nous alic

_ . en tenant col

5.2. Remarque ; " Transfort

La correspondance entre ¢ et p vaul d’&tre notée. . . Pour une
Trés souvent on limite les valeurs que peut prendre la variable p aux valeurs ;

imaginaires pures p = jo =J Inf.

{*) On appelic pole de F{p) une valeor de p qui rendrait F(p) inlinie. L4 doux pdles, | )
I'un est {1}, lautre (=20 (p-D{p+2 :
-~ (*y Le tablea




S. La transformation &, Transformation de Laplace 63

Le régime permanent {f — 2z} correspond aux basses frequences {p- 0}
Le régime transitoire (¢t — 0) correspond aux hautes fréquences {(p — «0).
On peut aussi 4 ['aide de tables trouver Poriginal de F(p)

] = ). T

6. APPLICATION A LA RESOLUTION
DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES

La transformation de Laplace permel la résclution des équations linéaires et
a coeflicients constants.
Donnons un exemple

{ Ty + y(6) = /)
¥(07) = Yo
1i convient de remarguer que c’est ¥(07) qui est donnée ¢t non 0"
En appliquant la transformation £ 4 I'équation il vient :
T(p. Y(p) — yo) + Y(p} = F(p)

F(p) Tyo

donc Y[}J)=1+Tp T+ 7o

La donnée de f(t) permet de déterminer F(p) et donc ¥{(pj.
L'utitisation d'un tableau de lransformées (*) permet de retrouver alors y{i}
(uniquement pour > J)

7. DES SCHEMAS EQUIVALENTS
FORT UTILES EN ELECTRICITE

L'écriture systématique des équations différentielles devient vite fastidicuse
en électricité.

Nous alions généraliser la notion d'impédance vue avec la transformation C,
en tenant compte également des conditions initiales.

Transformons par € les lois temporelles de 'électricité.

Pour une résistance Ron a:

p{f) = R . i(t) quidevient ¥{p)=R.I(p)

(*) Le 1ableau des ransformées est 4 la fin de cel ouvrage.

o BN R VT T ATl A L AT AT s L LA Ty T PSS




Pour une self Lona:

dt

soit I(p)

d_:
d
i(0”) imposé

()= L

dp
i=C a’f

v(l7) imposé

Schémas dans I'espace T

3¢ partie. Représentation fréquentielle des signaux

o{t) =L 4 qui devient  W{p} = L{pI{p} ~ i{07)}

o-
_V 00

B p

On allége Pécriture
en omettant 1a variable
p:V=¥p

Schémas dans l'espace F

1l est fac
Par aille
Mi]lman, K
-maniére hat
Les sché

.. dans 'espac

Par exen
est la sommu

Le coura

Le coura

- ? Exercice réso

On consic
par transisto)
Avant -
Aprés 1
Onac

v(07)=0 et

Faisons le
pour =0,
d’équivalence,

i)
Y



8. La transformation . Transformation de Laplace
Pour une capacité C on a:

ity=0C. % qui devient  I{p) = C(pV{p) — (07}
. I 07)
soit ¥(p) o + -
11 est facile d’exprimer sur un schéma les lois écrites dans I'espace F (Big. 8.6).
Par ailleurs les théorémes démontrés dans les cours d’électricité (Thévenin,
Millman, Kennely etc...), restent valables et l'etude des circuits est conduite 4 fa
maniére habituelle avec les nouvelles impédances en p.
Les schémas (page 64) donnent les correspondances des schémas tgmporels,
_ dans Pespace de Laplace.
Par exemple pour une self, la formule de Laplace trouvée, montre que Ip
est la somme de deux courants :

14 ., e
Le courant s symbolisé par Uimpédance Lp.

i~ ., .
Le courant ©7) symbolisé par un générateur de courant.

7 Exercice résolu

On considére le circnit de la figure 8.7 a; il représente une commande de relais
par transistor fonctionnant comme un interrupteur supposé parfait.
Avant t=0, le transistor est saturé (interrupteur fermé).
Aprés t=0, le transistor est bloqué {interrupteur ouvert).
On a donc :

v,
p07)=0 et i(07)=~=le courant initial dans lo scif.

Faisons le dessin dans l'espace F, {fhig. 8.7b) du circuit « temporel» quon a
pour ¢ >0, Pinterrupteur étant donc ouvert. On applique strictement les régles
dréquivalence.

i)
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V;
“EE  est transformée de Ve (échelon pour t > 0)

La self L, parcourue par le courant initial ~£L présente donc un générateur
F

du courant initial,
Remplagons le circuit paraliéle de la self, en circuit série 4 I'aide du théoreme

de Thévenin {fig, 8.7¢).

¥ . o
On a V(p}:%—c—+%. L d’oti on déduit :

o(f) = _Vcc-i——;%. L.o)

Nous remarquons la présence d’une impulsion de Dirac positive de poids

Vee o L . . .
L qui est susceptible de «claquer» le transistor.
¥

? Exercie résolu

A linstant ¢ =10, deux condensateurs chargés, sont mis en commurication
par un interrupteur sans résistance (fig. 8.8).

Calculer mathématiquement la situation finale.

E, et E, sont les tensions initiales aux bornes des deux condensateurs.

I3

s
I

e

dans T {avant t = 0} dans F (pour £ > 0 — interrupteur fermé}

a) b)
Fig. 8.8.

Le théoréme de Millmann donne immédiatement :

E, E,

it B =z

P 1P p Czp___EIC1+Ezcz
Cip+Cyp {C, + Calp

ECy + E G,

C,+Cy

On constate au passage que 1a tension aux bornes des condensateurs es
dans ce cas idéal, discontinue.

V=

dot pour ¢>0, v(f)=

? Exercice

Repre
Lelec
en metta
Pour
Pour
dune cen
¥ repr

« Fan
e Cal
L En.

Le cale
Ie théorén

f.:'_l-ullc pou
(=0
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¥ Exercice a résoudre

Reprendre le relais commandé par transistor.

Le lecteur pourra s’apercevoir qu'on peut supprimer Iimpulsicn de claquage
en mettant une diode {dite de roue libre) aux bornes du rclais {fig. 8.9).

Pour t< 0, la dicde en inverse a une résistance infinie.

Pour ¢ 0, la diode en direct est supposée posséder une résistance R fixe
d’une centaine d'chm. "

r représente la résistance de la bobine. L

e Faire le schéma dans F, (pour t > 0},
s Calculez V(p).

¢ En déduire s{1).
Fig. 8.9. 1

Le calcul, plus complexe que celui déja fait, est tout 4 fait 4 portée. Employez
le théoréme de Thévenin,

8. TRANSFORMEYE DE LAPLACE

Tableau Résumeé

Espace F
[réquence généralisée p,
4 partic réelle o > oy

Espace T
temps f>0

F

F(p)
pF(p) — fl07)
[ nulle pour £ <z e™ ¥ F{p)

fr=>=0)
F(p— a)

> élément simple
iy

lim pF(p)
P

lim pF(p}
=




CHAPITRE 9

LA TRANSFORMATION 3
TRANSFORMEE EN gz
DES SIGNAUX NUMERIQUES

La transformée en z est relative aux suites numériques.

Elle permet de cc fait un traitement des signaux et systémes numériques et
des systémes échantillonnés, analogue 4 celni que permet la transformée de
Laplace pour les signaux A temps continu.

1. LE SIGNAL NUMERIQUE [ s(k)]

Considérons une fonction s qui 4 tout entier ke[k,, k,] fait correspondre
un nombre réel s(k) (fig. 9.04).

Par exemple les « gains» s(k) d’un joueur 4 Iissue de la k-isme parie,

s(k) r(k) 4 rit

Fig. 9.0,

La fonction s, notée [s(k)] pour rappeler le caractére discret de la varigh
est dite suite, ou signal numérique.

Dans cet exemple, k est le numéro (arbitraire) de la partie, intervalle de tem
entre deux parties n'intervient pas, il peut étre irrégulier.
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Dans d’autres exemples, s(k) sera prélevé par échantillonnage régulier au pas
4 de s{t) 4 temps continu :

rty=at donne r(kA)=r(k)=a ., kd

o1l k est le numéro de I'échantilion. Dans ce cas ¢ = kA (fig. 3.08),

On écrira r{kd) pour souligner ce fait, ou plus simptement #{k).

Comme pour la transformée de Laplace, il existe une classe importante de
signaux, les signaux causals qui sont nuls pour k<0 (et non pas k < 0),

2. DEFINITION DE LA TRANSFORMEE EN z
(MONOLATERE) 3 (fig. 9.1)

Fig. 9.1

T est un ensemble de fonctions 3.

Ces fonctions de la variable entiére k, sont & valeurs réelles.

F est un ensemble de fonctions S,.

Ces fonctions de la variable compiexe z sont 4 valeurs complexes.
La transformée en z (monoclatére) est une application de T dans F,

3
Sgen M Siec S =3{s]

k=cw

telle que S)= ¥ sk).="F

k=0

La transformée est monolatére car la sommation s’6tend de 04 + c0. 1l
est possible de définir une transformée bilatére de ~ o0 4 + c0.
 8(2) nexiste que si la série est convergente. Il faut donc que |27 U soit assez
petit, donc que lz| soit assez grand.

Ceci est 4 comparer avec la transformation £.

e e e Py R
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Transformation £ Transformation 3

st} s(k)

S{py= s .e” o dt S(z)= >, stk).z™*
) K=0

Re(p)=a jz} > R

A Im i

A7)
\%/

a : abscisse de convergence R : rayon de convergence

? Exemple
Calculer la transformée en 3 de f avec
[fi)] =a* pour k>0 etinconnue pour k<0
+ o _ =) a i
3L1=F@) =) a.z7" =3 |-
k=0 k=p \?
la série est donc la série péométrique 1 +§ + o+ (g + ... qui vaut

4 4]
zZ—4a

1
Fle)=——

1—2
z

On note dong que 1a transformée en z de la progression géoméirique ¢* existe
et vaut (la notation est impropre, mais usuelle)

Z .
3[a*] = si |zl >a
z—~a
Remarque : .
Le signal s(k) prélevé par échantillonnage sur 'exponentielle ¢ 7 vaut

s(k) = ™M = (e %)"

4 Y
donc §{z) = 5 est sa transformée en 2.
z—e T

3.1. Linéa

ceci resulte d
rayon de con

3.2. Produi
La transfc

produit des ir
Par contre

Nous dénu

3.3. Théorés

Soit /1 &
et g: k

Calculons ¢

puisque g{i) ={

En posant j
G(Z) =
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3. QUELQUES PROPRIETES

3.1. Linéarite

dla.f+b.g)=a3[f]+ b3[g]

ceci résulte de [a définition sous forme de somme infinie. On prendra comme
rayon de convergence Je plus grand.

3.2. Produit de convelution de deux signaux Sfetg

La transformée en z du produit de deux signaux numériques n'est pas le
produit des transformées.,
Par contre

LS =gl =30/1.304]

Nous démontrerons cela aprés le théoréme du retard.

3.3. Théoréme du retard temporel (signal causal) (fig. 9.2)

Soit /1 ki f{k), flk)=0 pour k<0 (cansal)
et g ko gll)= flk—ko), gll)=0 pour %< ky (kg > 0)

#(%)

Fig. 9.2,

Calculons G{z) la transformée en z de la fonction g.

G("”)zﬁi 9. 27 = T fli— k. o

I=hko
puisque g(i} =0 sur les premiers échantillons.

En posant j=i-—k,, il vient:

Gl = 3 fU). z=i=% = g S ).zt = e, B
i=0

i=o g
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Ainsi :

Retarder un signal causal de kg échantillons revient a multiplier sa transformée
en z par z e,

Cecl est & rapprocher du théoréme du retard des fonctions & temps continu
¢tabli lors de I’étude de la transformation ¢

? Exemple

. our n =0
est la transformée du signal causal p -
z—a 0 pour n<0

1 z , . .

——=7z"%, - estla transformée du signal causal [a"] retardé de 2
2z — 4a) zZ—a o

coups, soit le signal

-2

an pour nzz_an_z‘r(n_z)

pour m<2

3.4. Revenons au produit de convolution f + g

Nous supposons que [ et g sont causales.
En ce cas

i=k ]

(f = gl = _;ﬂ f@ . gl —1= :Zo 76 gk — i)

puisque gk —i} =0 pour k<i
Cherchons la transformée en z du prodoit de convolution

3 egl=3 (mof(f).g(k—i) -

k={

i=

Faisons entrer z ™" sous la sommation en i puis permutons Iordre des

sommations {ce que nous admettons légitime)

3fxgl=3% 3 f@.gk—i.z7*
=0 k=0
.Y glk—i.z7"
=0 k=0
On reconnait dans la deuxiéme sommation ia transformée en z du signal ¢
retardé (car nui pour k< i) de i coups, donc

50 gl = 3 027 66 = 6@ 5 S0+

i=q

3[f *g]=G(2) - F(z) | pour f etg causales.

Le produit de convolution dans T, est transformé en produit simple dans F.
L’application aux systémes linéaires est immeédiate,

est la for

35. M

Soit 1
Chert
sous rése

? Appliguon
Nous :
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Soit un systéme numérique au repos et h(n) sa réponse impulsionnelle {causale).
Si ce systéme est excité par une entrée e(n) (causale), sa sortie sera s(n) avec :

s(ny = (h % e)(n)
On aura dene, avec des notations évidentes :

Siz)= H(z) . E()|  H@= g((?)

est la fonction de transfert du systéme numérique.

3.5. Multiplication par &

Soit un signaj s(k) dont la transformée en z est S{(z) pour |z} > R.
Cherchons la transformée de  a* . s(k).

o = -k
3. st)]= Y sth).a*.z7F =3 sik). (z) = S(—Z)

=1 k=0

. z
sous réserve que || > R,
a

? Appliquons ce théoréme
Nous avons vu que la fonction f telle que f(k) = ¢* a pour transformée :

z zla

= =1

Donc la fonction G(z) = - - 1 est transformée de 'g{k) telle que

@ . glk) = f(k) = a*, on en déduit g(k) =1 quel que soit .

4. DECALAGE DES SIGNAUX NON CAUSALS (fig. 9.3)

b (k)
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9 La

Le décalage & droite d’un signal non. causal fait apparaitre de nouveaux
échantilions dans la zone k > 0. . On retien
Le décalage 4 gauche en fait disparaitre. transformée |
Ceci influence bien siir, la transformée en z. «L’appar
Soit un signal x(k) de transformée X{z). que l'on «ajc
Dans e ¢

Formons y(k) = x{k + ko), et cherchcms Y(z)
Ona

théoréme. du

oo

=3 _x(k kg 2k - Exemple (fg,
=7y .
soit en posant =k + kg | Soit x(n)
Yz = ik x(0) . 270 = gho f;k .2 (9.0) Un tableay
i=ko i=ko
4.1. Retard du signal. Décalage & droite k; <0 Le signal
Posons kg = —Fk, {k; >0}
Y(z) =:z"% ([ ik‘ x{i) . z“‘) Le signal
Isolons les termes d’indices négatifs, il vient
Yz} = z""(izil x(0 .27+ § x(1}. z“’) x(n)
[:cl;a—l::i]lons gagnés - 30x] .-
On aura
Y(z) =z M [X(@) +x(— 1)zt +x(—2). 22+ x(—ky) . 21
4.2, Avance du signal. Décalage & gauche %, >0
5. TRA

Dans la formule (9.0), la sommation commence en ko, donc il manque des
&chantillons. Ajoutons-les et retranchons-les. On aura :

Y(z) = z""’( 5 ) = z"( T k[f )

i=ko i=0 i=0

5.1. Dirac (4

3L

Ce résultat tré

Yiz) = 20X (2) — x(@) . 2° —x(1) . 27" — . — x(ko — 1) z 7 ko1

Ainst, I'avance du signal x(k) de ky coups, se traduit par deux modifications : 5.2. Echelon I
s Une multiplication de sa transformée par z*

e 1} faul retrancher de la (ransformée la contribution des échantillons perdus.

3t
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On retiendra que le retard de &, coups se traduit par une muitiplication de la
transformée par z~.

« L'apparition » des échantillons d’indice négatif dans la translation, implique
gue I'on «ajoute» la contribution de ces échantillons « gagnes ».

Dans le cas d’un signal causal x(— )= x{—2)=..=0 on retrouve l¢
théoréme du retard caunsal.

Exemple (fig. 9.4)

2 pour n<9

an pour nz0
Un tablean de transformées donne

Soit x(n) = {

4

Yooy

Le signal x{n — 2) aura comme transformee :

-2 4z 1 2
z (———(Z_ iy 4+ 2z + 2z )

Le signal x{n + 1) aura comme transformée

+1( az
P\

x(n — 2} xin+ 1)

’ >
Fl

el .I-lT

Fig. 9.4.

5. TRANSFORMEE EN z DES FONCTIONS TEST
5.1. Dirac é(k)

28] = i §().z =1 car 8()=0 pour i#0
=0

Ce tésultat trés simple est 4 rapprocher de la transformée de Laplace de 8(2).
5.2. Echelon I'(k)

M=y r.zi=14z""+ 27"+
i=0
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La série converge, si |27 <1, vers ~1——1~——
—z
z .
3[r}= si jzf> 1.
z—1

5.3. Rampe unité r{(k)

o3
3= Y #). 27 =0+27" +2. AR M T A
i=0 :
z
z—1
Dérivons et admettons que la série dérivée converge vers ia dérivée de la série
Nois aurons :

Reprenons la série 1+ 27 4+ .+ 27"+ =

Y . _1
—[22+22'3+...+RZ 1+...)={—é—_'—1}—2

done en multipliant les deux membres par — z on aura on a

Z

-1 -3 —n —— : '
M=z '+227"+..+n.2 +'"_-(z—1)2 T Boit

5.4. Exponentielle [a*] -P.m;rﬁfs

On a déja vu que 3{d"] = }'% (§ 2 : exemple}. O a

Nous donnons en annexe un tableau des principales transformées qui évite
ces calculs. :
La lecture de ce tableau se fait dans les deux sens, mais les signaux aumeériques
sont valides pour k> 0 seulement et non pour k<0
On devra prendre des signaux causals,

6. THEOREME DE LA VALEUR INITIALE
ET DE LA VALEUR FINALE

6.1. Valeur initiale

x(0) = ]im X(z)

1 .
x—(;2 + o+ i{n—) 4+ .. qui tend vers x(0) lorsque-

zrl

En effet X {2) = x(0) +

1end vers Uinfini.
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6.2. Valeur finale

x(eo) =lim (z = 1}, X{2} si la limite existe.

=

Cette Hmite x(co) existe 4 condition gque X(z) ait :

® tous ses pdles & Uintérieur du cercle unité (module< 1}

® ou au plus un pdle réel de module égal 4 1, les autres poles £tant de
module inféricur a 1.
Puisque X{z) = Y x(n).z "ona:
n=l
A= z x(n) = im X(z) (sous réserve de convergence)
n=0 =)
Formons alors
HHmy =x{n + 1) — x(n)

on aura  Y(1) = 2, p(n) = (x(1) +x(2) + .) — (x(0) + x{1) + ...

n=0

Soit tim Y(2) = x{®) — x{0)

z-31

puisque tous les termes s’¢liminent sauf ceux des extrémités.
Mais Y(z) = Z{x{m + )] - Z[x0(1}]
= z[X(2) — x(0)} - X(z) = (z - D X (@) - zx()
On a donc

x(09) = x(0) -k‘liml [z ~ 1) X(z) - zx(0}]

soit x(o) = lim (z ~ 1) X{z) ou encore lim(1—z"~ . X(2).

= FEE
7. RECHERCHE DE L’ORIGINAL 2z ' [X(2)] = x(n) « T'(m)

Le retour au signal original n’est pas toujours nécessaire. Toutefois des
méthodes de recherche de Poriginal x(n) de X{(z} doivent 8tre connues. En voici
deux.

X(z
7.1. Décomposition de —% en éléments simples

= oz
X{z)—ZA'z~a,
((0) lorsque 2 i

et donc x(n) = » 4. (a)" pour n=0.
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On obtient la décomposition standard de x{n) sous forme d'exponentielles, 8
lorsque X (2} n'a que des pdles simples. e L

Nous verrons en exercice le cas de pdles multiples.

V4
{ Exemple Traitons un e>

2z Xz Ay N A
(Z“l)(Z—D,S} z z—1 z—035

Aprés calculs on aura x(m) = 4[1° — 0,551 pour n=0.

Soit 4 résoudr

X(z)=

Prenons la tra
hinéarité et d’avan
Ii vient, avec ¢

7.2. Liste des premiers échantillons par division des polyndémes

: on fait la division selon les puissances

u{n) est donné,

Traitons un exemple X (z) = z

0,—1,-2,.. dez
z—2
P42 +4z7% +

- Exemple I

u(n) = an pou

' +2 X@=1+2.z7 44,z %+ =2x0).27"
2—4z 1 Le tabieau (¥).
+ 4 .z~ | ona donc les premiers échantilions :
0 =1 donc
x(1) =2

x(2y=4 et x{n)=x,(n) +

Pour avoir x, (n

La suite obtenue se présente sous forme de nombres et est théoriquement de
longueur infinie.

7.3. Généralisation de la division polynemiale

Xy

Bz + byy 2" P+ .+ b

-1 -2
al =cpt ezl ez
4, 1 2t A

X(z) =

T Xa(n) = xoa"

On obtient E

On peut montrer que
Co = b,

cy=byoy — Q-1 fo

x{n

i=k
C = by — Z Ay—i» Cx—i
: =1
programmable, se préte bien au caleul sut
tation reste vraie a condilion de faire a;={

Cette expression, facilement
ordinateur; pour k> n, celte 1¢
et b, =0 dés que j<O.

*} Le tableau des tr.
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8. APPLICATION A LA RESOLUTION
DES EQUATIONS RECURRENTES

Traitons un exemple.
x(n + 1) — ax{n) = u{n)
x(0) = Xg
Prenons la transformée en 3 de P'équation, en appliquant fes théorémes de
linéarité et d’avance.
11 vient, avec des notations évidentes :

2[ X (z) — x(0)] ~ aX(2) = U{2)

Soit 4 résoudre { x(0) est la condition initiale.

Ulz z
d'on X(Z) = ;—;(—‘]E + Z_——-_d X(O)

u(n) est donné, donge sa transformée U{z) est connue.

Exemple 1

u(my=an pour nz0 (rampe de «penter ).

az
Le lableau (*) donne Uf{z) = (;—1}—2

a.z N
(z—1Dz—a) z—a

done Xz = Xg

et x{n) = x,(n) + x,(n).
{z) a

. , X y ,
Pour avoir x,{#), décomposons L= RV ) en ¢léments simples
z z— z—a

a —a a
X:{2) 1—a {a—1)* +(a— )*

z (-1 z—-1  z-—a

=)+ —— . @'

a a
xl(ﬂ)zl LA @=1

—a
—a (@a— 1
X,(n) = Xga™

. On obtient | pour nz0

()—__.__,_a_._____ali___{_ v+____a__ it
=TT a1 e w—102/¢

(*) Le tableay des transformdes est 4 la hn de Pouvrage.
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La transfor

? Exemple 2
on a donc

Faire le calcul pour Ux) =3 {pour n.= 0) et x, = 1.
En observant que U{r) est en fait I'échelon 3. T'(x),
il vient aprés calculs

x(n) = 13 —=+a | T
-a 1l~a

Remarque La compara
, o . ‘ en z d' ;

La donnée de x(0) =0 entrainerait une forte simplification puisqu’alors d'une suit

_ s transformée de

de poser :

Xz} = . U{z} qui est de Ja forme générale
z—u

Y@ =H(z). U@ ot H(z) ne dépend gue de I’éguation de définition, Posons p =
Nous reverrons cela avec la fonction de transfert. . p=c

Ces relations
complexes de p

9. TRANSFORMATION £ ET TRANSFORMATION Z:
RELATIONS

Reprenons I’échantillonnage d’un signal a femps continu, formule (4.1K
Nous avons mis en évidence deux types de signaux (fig.9.5)

{0 L [s(n)]

Fig. 9.5.
L’échantillanr

. e plan p en ban

s*(0) = 3, A s(nd) . &t~ nd) : Chague bande
lan z tout enties
L’axe imagina
tion £ Dans.. le plan .
Is(m} = {s(ra)] : © Son mttfr:‘eur .

. . Son extérieur

signal numérisé {suite de nombres : les ¢chantilions) auque! on peut applig . Nous reverro:

la transformation 2.

=l

signal analogique échantillonnsé idéalisé auquel on peut appliquer la transform




&
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La transformée de Laplace de Uimpulsion § retardée de A étant 1.e
on a dong :

l

Lls*] = Z A. s{nh), e ™

n=0
*

zism} =% stna). z7"

n=0

La comparaiscn des deux expressions monire que, 4 A prés, la transformee
en z d'une suite d’¢chantillons prélevés sur un signal s(f) n’est aulre que la
transformée de Laplace de la fonction s(6) échantillonnée idéalisee, a condition

de poser .

|z =e% c =Re(p)
Argz=2nfA avec nf=Jm{p)

Posons p=¢C +j2nf ona:

Ces relations permettent de décrire les correspondances entre les domaines
complexes de p et de = {fig.9.6).

Jm

Y
l

Fig. 9.6,

L’échantillonnage temporel & la fréquence d*échantillonnage 'ji « découpe »

le plan p en bandes horizontales.
Chaque bande du plan p (nous prendrons la bande centrale) correspond au
~plan z tout entier.
. L’axe imaginaire coupe la bande des p en deux parties, la gauche et la droite.
Dans le plan z, c’est le cercle unitaire qui partage le plan =,
Son intérieur correspond & la gauche du plan p.
Son exiérieutr correspond 4 la droite.
Nous reverrons ces propriétés avec ia transformation ¥ dans laquelle

p=janf.
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10. TRANSFORMEE EN : MODIFIEE

Quand un signal s(¢) est échantillonné au pas régulier A, on connait s(t);

stk + 1), s{i + 2)... et on définit S{z).
Décalons un peu 'échantillonneur 4 gauche, on connaitra stk —»
stk+1-m), stk+2—-m)... avec 0 <m < 1, on définira S{z, m).

[s(k)]
1 -

,......................ﬂ

i

En balayant m1 de 1 & 0, I'échantillonnage discret permet de balayer toutt
la courbe (fig. 9.7).
On définit

w

S(z,m):z‘}.E ste+m).27F Qacmel (9.0
k=0 :

En fait S(z, m) est la transformée en = d’un signal retardé de (1 —m)
Qama«l
En effet, s{t — (1 —m) A) échantilloné (¢ = kA) vaut s{(k + m — 1)A] dont
transformée en z est bien donnée par la formule 9.1.
Ainsi
=0, retard d’un pas S(z, 0)=z"'.S(z)
=1, retard nul Sz, 1)=8@) - 50

5{0) doit &tre retranché, car dans la formule (9.1) le premier terme
5(1) et noa s(0).

? Exemples
N° 1. Transformée en z modifi¢e de [a*].

D’aprés (9.1), Sz, m) =z~ Z PRl S
i=0

H
Sz, m)y= CAN
z—a

9.

- N° 2. Tr

Soit
retarde ds

Le sig
Poson
La tra

Sz,

car on reg
Fexponent




9. La transformation % . Transformée en z, des signaux nurmérigues 83

N° 2. Transformée en z d’'un signal retardé de ¥ avec 17 < 4.

Soit S{p}= =P g transformée de Laplace d"un signal continu

1
p{l + Tp)e

retardé de .
13

Le signal causal non retardé est s(f)=1—¢e T .
Posons t=(l—md O0<m<l.
La transformée en z modifiée du signat échantiflonné est
o ik +mjd
Szym)=z"'. % stk+m).z7% or stk+m=1—-e T
k=0

S{z, m]—z”l(z 1.z -3_*)
k=0 Tmd

1 eT
—HT | T, - _ g AT

car on reconnait sous les sommations, la transformée de I’échelon et celle de_
Pexponentielle.




CHAPITRE 10

LA TRANSFORMATION &
TRANSFORMATION DE FOURIER
DU SIGNAL APERIODIQUE

Joseph Fourier, né a Auxerre (1768-1830) fut contemporain de Laplace. La
transformation fonctionnelle de Fourier, développée a l'origine pour étudier la
propagation de la chaleur, a subi de nombreux apports.

Cette théorie constitue un outil puissant, présent aussi bien en théorie du
signal que dans les domaines de la biologie et de 'économie.

La transformation de Fourier peut étre décrite comme I'ont été les
transformations C, £ ou 3; nous verrons d’ailleurs que constitue une restriction
de la transformation (bilatérale) L.

Néanmoins une approche plus intuitive est possible, & partir des signaux
périodiques.

Sous certaines conditions (les conditions de Dirichlet), un signal périodique

de période T, = T peut étre constitué par une somme infinie de sinusoides

0
de fréquences Fg, 2F, ... nFg, - multiples de la fréquence fondamentale Fo.

Ces sinusoides doivent avoir une amplitude et un déphasage a lorigine bien
déterminés (et calculables).

Ainsi, un synthétiseur de musique peut rendre le timbre d’instruments divers,
par dosage adéquat des différents « harmoniques» d’un son fondamental dont
la fréquence F, détermine la hauteur dans la gamme.

1l est plus commode, au plan mathématique, de représenter les sinusoides
déphasées par des exponentielles imaginaires, sous réserve que les coefficients
d’amplitude soient complexes afin que la somme soit, elle, convenablement réelle.

On aura ainsi
n=+oo

%= 3, O,

= —o

. 1
ot x,(r) est périodique (pénode = ?—)
0

La sommation sétend sur ]— co, + co[ afin que 'association de deux
exponentielles d’arguments opposés rende bien les sinusoides envisagées, en vertu

du fait que 2 cos x =¢&* + e~

10. La .

C(1F,)

Intuiti

qu’on pel

5(t) = A(l

On re
5(¢) & con
Dong,

s(t) s’écri

s(t) =

avec C(n

Mais

s() =

n




§c Laplace. La
hour étudier la

en théorie du

E lont été les
une restriction

ir des signaux

gnal périodique
% de sinusoides
lamentale Fg.

4 Porigine bien

fruments divers,
_damental dont

e les sinusoides
- les coefficients
bublement reelle.

siation de deux
yisagées, en vertu

10. La transformation % Transformation de Fourier du signal apériodigue 85/

5

Fig. 10.1

Intuitivement, on devine que s(f) est une somme de sinusoides (fig. 10.1)
s() = Y, A(n) cos 2rnFyf) + Y, B(n) sin (2xnFol) (10.1)
n=0 n="0
qu’on peut écrire puisque
2cosx=e+e et 2jsinx=e-e*

n=1

—ditss ¥ L [A{n) + %.”—)} ) i (A(n) - ﬂjﬂj (10.2)

n=1

On remarque qu’un changement de n en —n dans (10.1) ne change pas
s(f) & condition que A(n) soit paire et B(n) impaire.

Donc, si on prend A(n) = A(-n) et B(n)=- B(-n)
s(f) s’écrira, en changeant n en (—n) dans la deuxiéme somme de (10.2)

H=-—t

s(t) = A(0) + z 1 e2mnFyt [A(H)—I— B(ﬂ)] z ;eﬂnnFo [A( n) + B(n}]
J

n=1 n=-1

= A(0) + Y, /2™ C(n) - 2. C(0)

n==-m

avec C(n) = Ay~ o) .

2
Mais C(0) = i;@ puisque B(0) =0 (B(0) est impair), on a finalement :

+ 2

0+ T )
sm=Yy C. g/2mnkol avec C(n) = %f s(f) e~ 2m=higdy  (10.3)

H==— "U
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C(n) est un coefficient complexe, nommé amplitude complexe du n-idme X et x sont
harmonique. 8 (10.4) est
(10.5) doi

o/5Fl et nommé aussi le a-itme harmonique.

On remarque, n étant positif ou négatif, Iintroduction d’un « spectre» de
fréquences ] — &, + < [ tout comme le temps qui s’écoule de —® & + .

Nous ne ferc
doit &tre rappre
sa base d’expor

H coavient
compicxe méme
bien 1a partie K

X(f) est une

1. LE COUPLE DE FOURIER

F

LA 1
A

*

)|

Fig. 10.2. .
B

il
T est I'ensemble des fonctions (& valeurs réeiles, ou plus rarement complexes) __..#A._%
- Tof2 ™

i

de Ia variable réelle ¢ qui satisfont aux conditions de Dirichlet (*) (nous verrons
des exceptions cependant) garantissant des fonctions assez « douces ».
F est ensemble des fonctions complexes de la variable réelle f.
Traditionneliement en physique ¢ représente le temps et fla fréquence.

~. LR
a)

I . F
T est I'opératenr fonctionnel x,.p Xren

défini par .

_[* IR gy o =%
X0 f-“’xm e dr= Tl = X,(f) est réeile

Plus Pimpuls

Ceci corresp
hautes fréquenc
brefs {orages, ét
spectre de fréqu
“bande passante

On a aussi (

x(Hy= jj:X{f) ] gt inft df=7" l[X]

%y 1, x{) est « sommable» 30it I jx( dr existe.

nuités sur un intervaile de temps fini.

2. x{:) a un nombre [ini de disconti
minima sur un intervalle de temps finl

3. x(9) a un nombre fini de maxima-
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X et x sont dites : « couple de Fourier »,
"Si (10.4) est une définition (comparable & la transformée de Laplace),
{10.5) doit &tre démontree.

Nous ne ferons pas cette démonstration; remarquens simplement que (10.5)
doit é&tre rapprochée de la décomposition d’une fonction péricdique xp(f) sur
sa base d’exponentielles :

n=+ @
xplfy = Y Clny . eHi2mnfal
===

Il convient d’observer que X(/), tout comme C(n), est le plus souvent
complexe méme si x(7) est réelle, il faudra donc donner | X( /)| et Arg X(f) (ou
bien ia partie réelle, et la partie imaginaire).

X(f) est une fonction continue de £, par contre C(x) est une fonction discréte.

2. UN EXEMPLE.
LA TRANSFORMEE DU CRENEAU CENTRE

L X{)
ATy

X,

i
)

-

AT,

¢

PRET I

Fig. 10.3.

= - j2nft __A -j":tf.-
X () J A, e idr= _mf.[ i?

*AT _113_{1 avec u=mndy.[f

Xi(f) est réelle (dans ce cas) et peut tre représentée.

Plus Pimpulsion est « étroite », pius sa transformée est « large ».

Ceci correspond 4 I'idée commune, qu'un signal trés abrupt « contient » des
hautes fréquences. Cela explique en tout cas que les parasites électromagnetiques
brefs (orages, étincelles électriques) sont entendus dans les postes de radio. Leur
specire de fréquence est, en effet, suffisamment large pour étre compris dans la
bande passante du filtre d’entrée du poste-radio.

On a aussi {largeur du crénean) x (largeur utile du spectre) = 1
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? Exercice

Calculer, par application de la définition, les transformées des fonctions xs

et x4.
On observe que, les conditions de sommabilité (Dirichlet) étant satisfaites, on

n'a pas de probléme d’intégration.

On observe aussi que X 5 et X, ne sont plus réeiles.

X2 4\ X4

B

Fig. 104.

= A pour O0<t<Ty oy =
3 0 ailleurs +T

Be ™ pour t>10
0 ailleurs

= Xl . e‘jxf'ro ct X4 =

On trouvera X —_———e.
’ ? J2rf + a

3. PROPRIETES DE LA TRANSFORMATION 7

Pour ne pas trop morceler ¢e
en annexe.

3.1, Linéarité

11 résulte immédiatement de la définition intégrale que
Flax, + bx,] = aF[x]+ bF [x4]

dés lors que a et b soat des constantes.

3.2. Propriété fondamentale de SN

s(t) est réelle a comme conséquence |
Re[S(f)] est paircet Jm {5(f)] est impaire

cours certaines propriétés seront démontrées

10, La

$0it aussi
En effer

de partie i

On peu

3.3. Pari

Sis@t)e
st s{the
En effer

5

donc F[s{

3.4. Dual

Les rela

Si
alors
ot

En effet -

changeons l¢

dod  x(—

Si x(1) es



/

r
-
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soit aussi (SO est pair et  Arg [S(f)] est impair.
En effet, Yexponentielle e /*™/" sous l'intégrale s'écrit
. cos {2nft) — j sin (2af1),
faites, on de . . - S .
partie réelle paire et de partie imaginaire impaire.
On peut aussi résumer cela en écrivant

S(— [)=8%)) * = conjugué de S.

3.3. Parité-imparité de s(r) (fonction réelle)

8i s(t) est paire  S{f) est réelle (et paire)
si s(t) est impaire S(f) est imaginaire pure (et impaire).
En effet

F[s(— 1] =j

+ T

s(—t).e 1 dt = I s{u) et du

—m -®

donc F[s{~ )] = S*(f), ceci assurant les propriétés précédentes.

3.4. Dualite

Les relations suivantes expriment cette propriété.
. 5
Si x{t) —  X(f)
alors X(t) —  x(—f)
et X{—1) — x{(+[)

‘démontrées

En effel on a :

x{t) = J. noX(f) Letimlgr

— o

changeons le nem des variables en posant t=f et f =t

x(f} = J DQX{() gti2nft q;

[~}

‘o x(— f) =J mX{r) e~ I2mft 4t = FTX (5]

Si x(2) est réelle (et paire) X(f) est paire (et réelle); la dualité & ainsi une
" représentation physique. Par exemple




i
e

Y

Fig. 10.5.

Cette figure montre, gue pour réatiser un filtre passe-bas idéal, de fréquence

de coupure f;, dont le «spectre» soit un créneay, il faudrait construize un filfre
. , sin u

de réponse impulsionnelle en

Cette réponse h{u) n'étant pas causale, le filtre n’est pas réalisable.

On remargue gu’un retard temporel, le rendra presque causal, donc réalisable,
mais au prix d’'une erreur due d Pannulation {causalité) antoritaire &’harmoniques.
De plus le retard va modifier ta phase comme nous alions le voir immédiatement.

3.5. Décalage temporel. Décalage fréquentiel

i

F
Si s —  SU)

e~ S(f) _(10,6)
S¢f — fo) (16,7}

st —to}
gfmfot () -

7 Démontrer (10.6) en posant u = {t — to) dans la définition intégrale de S(f} et
(10.7) en regroupant les exponentielles.

Interprétation de ces deux résultats.
(1) Lorsqu'un signal s(f) est retardé, ses composantes fréquentielles le sont
anssi, sans modification d’amplitude. -
Ainsi  |S{/Y reste inchangé, mais Arg [S()]
{— i2nto [ ), proportionnel 4 f.
(2) On a bien évidemrment : :
Fle™Ps()) = SU + Jo)

est «augmenté» de

Done  FLs(0) . cos (2nfot)] =5 [SU = Jo) + SU + Jol

10. La e

Ainsi, si
porteuse (f,
composé de
autour de f;

4.1. Résult

4.2. Démo
DYaprés i

En consid
Fordre des in

Posons ¢
L’expone:

Les deux

'Nous laisson:
- quelques jalo.
Soit p, la

En remp!
_manipulation




réalisable,
moniques.
diaternent.
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Ajnsi, st $(f) est le spectr® d'un signat &(t), le spectre de fréquence d'une
porteuse {fo) d’amplitode s(t) {modulation d’amplitude sans porteuse) sera
composé de deux spectres, formés & partir de S(f), décalés & droite et @ gauche

autour de fo, 1a fréquence porteuse.

4. TRANSFORMEE DE FOURIER
’UN PRODUIT DE CONVOLUTION

4.1. Résultats

T{x*y):X.Y
Flx.p)y=X=*Y

4.2. Démonstration

Draprés la définition du produit de convolu

Flxxy}= j i (j +wx(u) .yt — u) du) Le i dg

@

tion (chap. 6. § 1y ona:

En considérant cette intégrale comme une intégrale double et en permutant

lordre des intégrations il vient :

= j +mx(u} (J Tmy(t — ). e i ds) . du

jelles le sont

gmcnté » de

t{ —y=0vp donc t=u+u
ompose et donne

Posons
L’exponentielle s¢ déc

T + o
= j x{u) . eI (j e~ i2Rv | y(v) . du) du

—u

Les deux intégrales donnent les transformeées de x et de y

=X(). Y

? Nous laissons au lecteur le soin de démontrer la deuxiéme relation; indiquons
quelques jalons.

Soit p, la fonc

tion (temporslie) dont X« Y estla transformeée

pt) =J (X & V). e¥iordf

ale et au prix de

(£) = x(t) . y(O)-

X =Y par son exprossion intégr

En remplagant
gues A celles vues en 42 on arrive & P

manipulations analo
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P p q

5 TRANSFORMEE DU PRODUIT DE CORRELATION

Soit x*y le produit de corrélation défini par : ' Or
o d'ou le

{x %y = j x(u) . y(t +u) du (attention, non comrmutatif) _

-m Cas pas

On pose t+u=uv, il vient

(x* )0 = I

+ oo
x(e —£) . (o) dv = x(— 1) * y(O) | Lén
@ le doms

La notation impropre, mais commode, montre qu'on se raméne 4 un preduit

de convolution. ] Ains
Mais Fx(~- 0] = X*{f) d"aprés (chap. 10, § 3), donc e est trés
Flxwyl = X*). 1) | o

FLy+x1=X(N). Y*/) i ? Caley

H fa:
Fourier

6. LENERGIE DU SIGNAL. THEOREME DE PARSEVAL

6.1. Définition de énergie d’un signal

. . . . . 1
Par analogie avec le signal électrique dont la puissance st Ri2() = z v (1),

celle d'un signal d’amplitude s{f) sera K . s%t), K dépendant du recepteur
d’épergie lié a la nature physique du signal s.
L'énergie sur toute la durée du signal est donc

K J+wsz[t) dt

— ol

Nous allons chercher une forme fréquentielle de ce résultat.

6.2. Ydentité de Parseval-Plancherel

Froncé j Ty dt = j x(n . v df

— o —al

Démonstration dans le cas ot y est réel, y = y*.
On a, 4 'évidence

+ @ + o
J x(ty . y(f) di = J. x(t) . y{t) . e~ dt  pour

ol

= (X = Y)(f} pour

-
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Et en explicitant le produit de convolution pour /=10

= f_+:X(u} YO - w) du

Or Y{- x)= Y*(x} {changement de x en - x revient & changer j en - )
d’ol le résultat.

Cas particulier important : y{t) = x{1)

- (ewar= [Tt as

L’énergic d’un signal peut &tre obtenue par sommation, indifféremment dans
le domaine temporel ou dans le domaine fréquentiel.

Ainsi, la bande passante d’un appareil qui mesure un bruit dont le spectre
est tres étendu, limite "énergie de ce bruit 4 sa seule bande passante.

. 2
? Calculer J+ [—%ﬁjd.\‘

1l faut remarquer que ceci a quelque chose & voir avec la transformée de
Fourier du créneau.




CHAPITRE 11

TRANSFORMEE DE FOURIER
DE QUELQUES DISTRIBUTIONS

La coexistence de signaux périodigues et non périodiques dans les systémes,
par exemple 'excitation sinusoidale et la réponse impulsionnelle apériodigue qui
interagissent par convolution, impose un traitement unifié de tous les signaux.

Certains signaux n'admetient pas de transformée &, aun sens des fonctions,
cest le cas des signaux péricdigues et de signaux aussi familiers que Péchelon,
ou tous ceux a croissance lente, lintégrale de définition mayant pas de
CONVCTgence.

Cest pourquoi nous nous tournons vers la transformée de ces signaux décrits
en tant que distributions (chap. 2, § 7). __

La transformée de Fourier notée { f ] d’une distribution { /1 est définie par

CEFL Y =<0 ¥y (voirchap 2, §7) (1L.1)

ol ¢ est une fonction & décroissance rapide & linfini (¥ €8).

1. TRANSFORMEE DE LA DISTRIBUTION DE DIRAC

Nous avons démontré (chap. 2, § 7) que &(f) admet comme transformée la
constante 1. '

Drailleurs Iécriture intégrale de la transformée de Fourier «woonduif» 2
ce résultat.

+
Fiol= J Sy .e P dr =1

puisque Teffet de &(t) sur toute fonction est de prélever Péchantillon de cette
fonction en t = 0; la fonction exponentielle vaut 1 en t= 3

Lorsque le créneau (chap. 10, § 2) temporel devient de plus en plus étroit, sa
transformée s’élargit an point de devenir une constante.

Un signal bref occupe une bande de fréquences large.

Poson
Drapre

et comme

Les rela
La repr
point de vi:
de Fourier
Ainsi, a1

3.1
3.1, Théo

Toute fo
En cffet,




11, Transformée de Fourier de quelques distributions

30 Aunin

F

Fig. I.1

2. TRANSFORMEE D’UNE CONSTANTE 1

Posons un(ty=1 Vvt
Drapres le théoréme de dualité
F Lun{()] = o(— /)

et comme 6() est « paire»

F fun{t)] = 8(f)

& Unln

F

o

Fig. 11.2.

Les relations ne sont vraies qu'au sens des distributions.

La représentation graphique — incorrecte — est néanmoins intéressante. Du
point de vue du physicien Un(t) est une sinusoide de fréquence zéro, son spectre
de Fourier ne contient qu'une seule raje i la fréquence zéro, le Dirac,

Ainsi, an sens des distributions, on donne un sens 2 Pintégrale

4
j L.e 0 gy, elle vaut §(f)

o

3. TRANSFORMEE D'UN PEIGNE DE DIRAC 11
3.1. Théoréme

$troit, sa Toute fonction périocdique x(t) a une transformée nulle presque partout,
: En offet, si la période de répétition de x{tj est T on a :

x(t — T = x(1)
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D'aprés le théoréme du retard
X(fy=e . X()
Ceci entraine  X(f)=0 saufl si a-i2%fT =1 ce qui a lieu pour

2nfT = Zkn ot

1 2
donc X(f)=0 sauf pour f-——O,f:-T—, » T

La transformée dune fonction périodique ressemble aux dents d’un peigne,
on parle d’un «spectre».
3.7. Transformée du peigne temporel L1

Le peigne temporel est une « fonction » périodique, sa transformée de Fourier
est un peigne.

— !

Fig. 11.3.

Nous démontrons en annexc que le peigne temporel 11(t) de mesure L et de

i
pas A4 a pour transformée de Fourier ie peigne fréquentiel i LLi(f) de mesure

i 1
z‘ et depas Fc=‘3

4. TRANSFORMEE D'UNE SINUSOIDE

Cetle (ransformation ne peut genvisager que dans le cadre des distributions.
On va donc transformer la distribution associée & la fonction sinusoidale. Nous
conservons, car il est plus léger, te formalisme d’écriture des fonctions.

1 .
Soit s(2) = cos wgt = €08 (2nfol) =3 {e/2rfot 4 =S

Cherchons la transformée de Fourier de la fonction exponentielle.
4+

+ o
F [ef?™/o] = j gl2nlot TRl gt = 1, i ofor dy

-

Nous

L’autre
Nous ¢

On obs
La sim
fréquence
et son ima;
Le cosii
imaginaire

Nous s
tement nou
Soit 5 u

La déri
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Nous avons donné ua sens i cette intégrale {(chap 11, § 2), elle vaut:

S — fol

L’autre exponentielle aura §(f + fg) comme transformée.
Nous obtenons ainsi :

5 [cos 2nford =3 BU + fo) + 87 = fo)

On obtiendrait de méme trés facilement

F[sin 2nfyc] = %} GU = fo) — 8L + o))

On observe les propriétés suivantes :

La sinusoide (ou ses versions déphasées) ne «contenant» qu'une seule
_ . fréquence f,, son spectre discret ne contient que deux raies distribuées sur fj
de Fourier et son.image — fo. :

Le cosinus {pair) a une transformée réelle, le sinus {impair} a une transformée
imaginaire pure.

5 TRANSFORMEE DE LA DERIVEE

Nous supposons ici la dérivée prise au sens des distributions, ou plus exac-
tement nous allons donner la transformée de la dérivée d’une distribution.
Soit s un signal considéré comme une distribution
§ est sa deérivée.

. de mesure Draprés la définition de la transformée de Fourier {11.1) nous avons
By =<9
La dérivée d’une distribution (chap, 2, § 6) vérifie :
(s Py =—<s @Y
4 e
or Y= j Y. e 2V de=y(f)

(b est la dérivée sous le signe somme par rapport a f, done
Wy = - j2nf WU
d'ol
Ty = =<5, —onf 0> =+ j2uf {8, U
=2rf {5 ¥ = i2nfs ¥

Fou on tire :

FT=jnf.s




o8 3° partie. Représentalion fréquentielle des signaux

On vient d’établir que la transformée de Fourier de la dérivée est la : Nous dé
transformée de Fourier de la « fonction » multipliée par 2rf.
Ceci est 3 comparer avec la transformée de Laplace de la dérivee.

Attention

Cette égalité est une égalité entre distributicns; d’aprés chap. 2, § 5 on doit
écrire :
Ainsi 5 =

7 S+ k.8(f) otk doit étre déterming,

Tl est capital d’observer que k n'est pas toujours nul, il caractérise la présence : Par cont

d'une constante dans la «fonction» s. Nous re
I'infini

Exemples

La figure 11.4 montre les dérivées. La formule générale appliquée aux trois
cas successifs donne :
1
=- L0+ kSN
jinf : Les appl

=+ kD

j2rf b ? Caleul de la

i
ﬁ;?f"l+k35(f)

Nous avons vu au chap. 11 § 2 que 5y = 8(f) donc k; =1

s satisfait
s est form
Ces deux

Draprés Ik

Fig. 11.4. est 1 if vient
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Nous démontrerons {voir Appendice a la fin du chap. 15) que
—~ 1

|
Sz =j:?:-n—f- +'2-(3(f]

On en déduit donc s;. En effet :
53 =25, —1 donc 53 =25, —8(f)

— 1 —~ 1
Ainsi sy=-—+ 31— done §;=-—

Par contre k=0 si s{f) n’a pas de « composante continue».
Nous retiendrons gue si s a une valeur moyenne nulle, ou tend vers zéro i
Pinfini

Fs]=2nf . F[5]

Fls] = Fis]

1
2nf

Ees applications sont extrémement intéressantes :

? Caleul de la transformée S(f) du crénean s(t)

Fig. 11.5.

5 satisfait la condition de nullité i 'infini

s est formée de deux Diracs (la dérivée a lieu au sens des distributions).
Ces deux impulsions sont, I'une avancée, 'autre retardée.

Fsj=A. .‘3-'[5(: +%> — 5(t _%)]

D’aprés le théoréme du retard appliqué au Dirac 6{t) dont la transformée
est 1 il vient
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7 To
Fls'l= 4. [e*V7 — g 207
= 2jd sin (n [ Ty)
Mais d’aprés le théoréme précédent, (11.2)
Flsi

Fisl = S(f) = I Afsm(n:fTo) AT, ﬁ%;@_ﬂosinc{fm

Cetie formule a déja été obtenue {chap.10, § 2) par voie directe,

Dérivez deux fois la fonction

triangie pour obtenir ¥ gui secra formée
d’impulsions de Dirac dont la t

ransformée de Fourier est facile & calculer,

.2
On trouvera : Fls) = S(f) = _B_Tj s x

nfTy
52

avec x =

Fig. 11.6.

1
Prendre 4 =._
Ty 0
triangle} et de F{sj lorsque T, tend vers zéro,

,  puis B:%_ el examiner I'évolution de s (créneau et

TF
Dl

1. DY

Draprés (i
peigne L)

Comme

en employant la

Sy = 8y daprés




CHAPITRE 12

e formée TRANSFORMEE DE FOURIER
¢4 calouler DES SIGNAUX PERIODIQUES

1. DUPLICATION D'UN MOTIF. PERIODISATION

Draprés (chap. 6, § 2) la périodisation est obtenue par coavolution avec un
peigne LLi() de période Tj et de «dents» unitaires (fig. 12.0)

SP=SM*LJJ

T o
w !

s
t

Fig, 12.0.

RULUA

2. TRANSFORMEE
D'UNE FONCTION PERIODIQUE 55(2)

SP=SM*L.L1

Sp = Sa LI

Comme

en employant la notation vue 4 propos des distributions 5= FIs] ou
5. = Sy daprés 1a notation du chapitre 10
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1

\ o

.

L

'\hf‘ Lo
RJESE

Fig. 121,

el ‘T[U_J(f)]—LJ_l(f)—*LLl(f)daprés (chap. 11, § 3)
d'oh
Tsp( t)}*s;a{f)~—~ Syl )« L), (12.1)

sP est représentée a la figure 12.1 commc un peigne modulé par la transformeée
du motif,

2.1. Amplitude (complexe) du n-iéme harmonique

La n-iéme dent du pclgne modulé a comme amplitude Ti Sy nFy), soit

[t}
d’aprés (10.4) _J. “spr(0) L 2R gy puisque s,(1) est nul en dehors de

Pintervalle Ty,

2.2. Expression classique de s.(?). Série de Fourier

En explicitant le peigne J_i_](f), (12.1) s’éerit

(f)~~— Z SynFy) . 8(f - nky)

H==x
Lz transformée inverse donne
+ -
spl(t) = f_wé‘p(f) et imitg
Reportons (12.2) dans cette intégrale et permutons Pordre de la sommation

discréte avec 'intégration, 11 vient

+=
t

w=b TSRy [ s¢r-nry.erag 2

Gpa-m

{formul

Sp(t)
(les sim

Les:
dents di

Exemple
1) ISl
Clest
2) L

3) Don

" sp(t) de pér

Cin

C(0)= ‘;‘f

o
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12. Transformée de Fourier des signaux périodiques

Pintégrale renvoie la valeur de Pexponenticlle pour [ = nFgy et doric

W=+

1
spl) = 3, " Syl(nFo)- g t42mnFel (12.4)
oo SO .
Ceci confirme ce que nous avions évoqué dans l'introduction au chapitre 10
(formule 10.3), et fournit un moyen de calcul des Cn).
sp(t) est développable en une somme d’une infinité de termes exponentiels
{les sinusoides} de «fréquence» nFo multiples d'une fréguence fondamentale

1 .

Fo= T qui est celle de sp(t).
4]

Les amplitudes complexes C(n) de ces termes sont précisément les mesures des

dents du peigne de la {ransformée de Fourier de sp{f).

Exemple

1} Isolons te motif Sy (t).
C'est le créneau de durée d.

2) La transformée de Fourier du moti est

. sin(mdf)
Sulf) = Ad .=~ 47—

sql)

Fig. i2.2.

3) Dongc les composantes C(n) du spectre de Fourier de ia fonction périodique
sp(t) de période T sont

1 sin (m dnFg) A

H . d
Cly= -,g . Sp{nFo) = ?0- LAd. = dnFy e sin (ﬁn —T—D)

A
Cy= _TE représente la vajeur moyenne de sp(t).
Q
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CHAPITRE 13 ' Cec:
TRANSFORMEE DE FOURIER | | i
DES SIGNAUX ECHANTILLONNES
THEOREME DE SHANNON Remarg

Il ap
n'est pas
il sera d

1. TRANSFORMEE DE s*(r)

Au chapitre 4, § 1 nous avons défini la fonction échantillonnée idéalisée s*.

s = 5())

Peut-
A 'évider
t est irrépa
5* ' TFoute
devient g
échantiile

'].‘IA ] e
I

Fig. I3.1. _- 2.1. Th

s =4 . sft) . L1 Lacos

Le peigne est unitaire de période 4 (4 n'est pas pris comme unité de temps La fe

pour éviter de perdre le contrdle de Phomogénéité), fréquence
Done .

) se fgt san

R — 2 u sp

) =4.5() « 4 LN . le spectre

{ _ La co:

Le peigne i LI(f) transformé de LLI(#) a pour période (fréquentielle) - Crest |




13. Transformée de Fourier des signaux échantiflonnés 105

S = S(f) = L) (13.1)

ce qui 2 pour action de dupliquer S(f) et de périodiser 5*.
La transformée d’'une fonction échantilionnée au pas 4 est donc une fonction

périodique dans l'espace {réquentiel, sa période F, est R

Ceci est trés cohérent avec le théoréme de dualité (chap. 10, § 3).

une fonction périodigue a un spectre de raies
une fonction échantillonnée (raies temporelles) a un spectre périodique

Remargue

1l apparait sur la figure 13.1 que si S(f) est trop «large » en fréquence, ou si 4
west pas assez fin (Fg trop petit) le motif 5{/) est dupliqué avec recouvrement;
il sera donc impossible de P'extraire de s*.

2. RECONSTRUCTION DU SIGNAL TEMPOREL
THEOREME DE SHANNON

Peut-on reconstruire un signal 5{t) dont on e connait que les échantillons?
A Pévidence non, puisque la perte d’information entre les points d’échantillonnage
esl irréparable.

Toutefois, si on sait d'avance quelques propriétés de s(z), sa reconstruction
devient possible. Par exemple si on sait que s(t} cst constant entre chaque
échantillon, la reconstruction en marches d'escalier est exacte,

2.1. Théoréme de Shannon

La connaissance qu’on doit posséder sur s{z) est en fait de nature fréquentielle.
La figure (13.2) montre bien que si Fy est suffisamment petit devant la

1 . .
fréquence d’échantilionnage F, ( = 3), la périodisation due d I'’échantillonnage

se fait san§ recouvrement.

Du spectre périodique du signal échantillonné, il est donc possible d’extraire
fe spectre 5 du signal s, et cela 4 'aide d'un filtre idéal passe-bas.

La condition minimum apparait sur la figure.

C’est la condition de Shannon :

Fo 3 2F,
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¥4

H

A

En pratique :

Filtrage antirepliement (antialiasing).

F; est donc la fréquence maximale du spectre de s{t). I n’est pas possible de
la connaitre, et d’ailleurs Fy; varie avec chaque signal. Mathématiquement Fy est
infinie.

En pratique, au deld de Fy, ies harmoniques restants ne centiennent gqu'une
faible partie (I 2 2 %) de I'énergie du signal (voir chap. 10, § 6).

Ainsi, Fy sera obtenu sur une ligne d’¢chantillonnage, par un filtre passe-bas
{antialiasing) de fréquence de cassure imposée, qui coupe 4 un méme Fpy tous les
signaux qui arrivent.

L’échantillonneur qui le suit travaille 4 Fg 2 2Fp, en général 5 a 10F,.

Ce filtre coupe aussi les « bruits» parasites superposés au signal avant qu'il
soit échantillonné; sans fui la reconstruction serait impossible.

2.2. Reconstruction (2 méthodes)

Si 1a condition de Shannon est respectée, le signal continu est restituable :

# en filirant le signal échantilionné & travers un passe-bas,

e ou bien, ce qui est (rés simple, en bloquant chaque échantillon jusqu’a
l'arrivée du suivant.

Signal échan




13. Transformée de Fourier des signaux échantilionnés

FILTRE

| v 11

Signal échantilonné

BLOQUEUR

Fig, 13.3.

pas possible de
vement Fy est

nnent quune

filtre passe-bas
¢ Fy tous les

54 10Fy.
al avant quil

t restituable :

atillon jusqu’d




CHAPITRE 14

TRANSFORMEE _
DE FOURIER DISCRETE

Le traitement du signal par voie numérique, consiste 4 modifier son spectre
fréquentiel puis & restituer le signal traité en le reconstruisant & partir de son
spectre modifie.

Les intégrales qui définissent S(f) & partir de s(t) et s(£) 4 partir de S} sont
tout simplement approchées par des sommes discrétes, par }a méthode des
reclangles (chap. 1, § 3). Leés bornes, théoriquement mfinies, doivent étre évaluées
pour &tre finies, et les pas de discrétisation doivent 8tre soigneusement choisis.

Considérons le signal s(t) dont la durée a &té limitée 4 Tp et sa transformée
S{f) dont Pencombrement fréquenticl a &t6 limité & F, (donc la fréquence la plus
F
haute est f).
Prenons dans s(f) et dans S(/f) le méme nombre pair N o ¥} d’échantillons.

Cela revient & définir un pas temporel 4 = N_O et
o

. . F
un pas fréquentiel Fp = N

1]
Si on choisit pour bande de fréquence F, la méme valeur que la fréguence

1 1
de I'échantillonnage temporel 7 alorsona A= 7
Ny 1 1

et TO:NO.A:F—__—E dOI’lC Toz‘ﬁ—u

£

La figure explicite I'ensemble des conditions regnises.

(*) En pratique Ny = 2¥ pour permetire un calcul rapide & I'aide de l'algorithme de Cooley &
Tukey (T.F.R. : transformée de Fourier rapide; en anglais F.F.T. : fast Fourier transform).

en ap
contin




14. Transformée de Fourier discréte

.
.
-
~

[
|
i
I
i
1
)

i T T ¥,
2

N, échantillons N, échantillons
TOZNQ-A Fe=ND'FO

fir son spectre

tde S(f) sont
méthode des
i bire evalueées
ment choisis.

1. DISCRETISATION DES INTEGRALES

) 1.1. Transformée de Fourier directe
w transformee

squence la plus Puisque s(t) a une durée limitée [0, Tp], lintégrale de Fourier s'écrit
To
: S(f}=f s(r) . e dt
fichantillons. LT
S(f)=4. Y s(kd).e 2=k

k=0
en approchant S(f) par la méthode des rectangles. f est une variable
continue, mais le calcul 4 Pordinateur n’est possible que pour quelques points.
Clest pourquoi nous ne calculons S(f) qu'aux points f = nF, dans la bande

qe la fréquence F, F,
22|
1

En remarquant que F, .4 = N ona:
0

k=No—-1 _ kn
SmF)~d. Y skd).e "% *)

k=0

et 4
{*) On pose souvent W = e~ {No, notamment dans le calcul de la T.F.R.
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1.2. Transformée de Fourier inverse

La encore on a limité fa bande spectrale, on a donc:
FB

st} = J. 2“ S(f) . griamft af

2

=751
s@)=Fg. 3. S@Fg). g tizunTol
n==7F
en approchant toujours Pintégrale par une méthode de rectangles.
t est une variable continue, mais nous ne calculerons que quelques échantillons
de s(t), limités au nombre Ny, et dans lintervaile [0, Ty]. En observant a

| I
nouveau que Fg . 4= il vient :
Ny

N=%9_1 ) + f2 .1115-

S(kd} = FO . S(nFu) . & 4 ENU
No
n=-Ty

La méthode des rectangles nest pas exacte et les erreurs commises somnt le fait
d’une perte dinformation; pat exemple dans {14.1}, pour calculer S{nFg) i
fandrait une infinité des valeurs de 5(t), alors que nous nNe travaitlons qu'avec Ny
valeurs seulement. :

En réalité, nous faisons la 1ransformée ¢’une fonction échantillonnée du temps,
Cest c¢ que nous allons examiner maintenant.

2. TRANSFORMEE DE FOURIER DIRECTE

M™ous avons vu au chapiire 4 § 1 que ia fonction échantillonnée s*(t) est
=420 '

galed 4. 3, s{kd). ot —ka).

k=—t0

k=+uwm
Sa transformée est () = 4. 2, s{kd)- o iZw4f  (yoir transformée des

« Dirac» retardeés).

[rautre part T (estégaleala duplication du motif S( £) (voir chap. 13§ 1

ouUs avol

spectre q

recouyren
Dans




s schantillons
fn observant a

mises sont le fait
il

- transformeée des

{voir chap. 13§ 1)-

14. Transformée de Fourier discréte

Donc, s'il n’y a pas recouvrement (Shannon respecte) on a
F,

FU) =) pour —<f <

nous avons mis ~ et non pas =, car un signal s(t) de durée limitée a T, a un

spectre qui a forcément une largeur infinie, il y a donc obligatoirement un
recouvrement, méme leger.
Dans lintervalle
F F iy .
= f <§ S(fy=4. Y skd).e” ™4

k=—w

k=No-1 kn

SmFy)=4. Y skd). e "N
k=0

en discrétisant f, et en remarquant que s(?) est & durée limitée.
Nous retrouvons bien la formule (14.1), mais elle est cette fois-ci quasi
rigoureuse.
Ainsi, la discrétisation par la formule (14.1) donne des valeurs de S(nFg)
exactes si, une fois de plus, Shannon est respecté. I faut donc prendre un nombre

N, d’échantillons assez élevé afin que 4 soit petit et que F,= 7 soit beaucoup

plus grand que la plus haute fréquence a transmettre.

3. TRANSFORMEE DE FOURIER INVERSE

Nous avons également vu, au chapitre 12, la série de Fourier. La fonction
périodique sp(f) g’écrit exactement :

n=+a ] 1

sp(t)= Y, C(nFo). eti2mFot  ayec C(nFy) = — S(nFo)

n=—q0 TU
En discrétisant ¢ et en limitant la somme discréte 4 un nombre raisonnable
de termes significatifs (a condition que les termes négligés ne contiennent pas
beaucoup d’énergie)

No
= A nk

] = \ i
splld) = = - $  S(nF,) . ¢
0 No

"=
Comme dans intervalle (0, Tp), sp=s,0na de nouveau la formule (14.2).
Ainsi la discrétisation par la formule (14.2) donne peu d’erreur si la fenétre
qui limite le spectre fréquentiel n’est pas trop étroite et si tous les harmoniques

dgnificatifs sont pris.
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4. TRANSFORMEE DE FOURIER DISCRETE
ET TRANSFORMEE EN z

Considérons le signal causal échantillonné s*(1).

e de Fourier { périodique de periode F, =

1
E) est (§ 2}

Sa transformé

Fs*y=4. Y, stka}. g~ ieSkd
k=0

] admet une transformée en z qui, par définition vaut:

S{z) = i s(kay . 27"

k=0

Le signat numérique [s{kd)

- On remargue donc que si on pose

+ d'un signal échantillonné,
z par &2
1 et Argz=2znf4

ona Fis*]=4.5(
La transformée de Fourie
transformée en z en remplagant
(14.3) indique alors que |z =

est donc A fols s

S =4.50)

asformée en z, quand z se déplace sur le cercie de rayon 1,

Ainsi, la tra
que la transformée de Fourier.

autre (3 4 prés)

La fréquence f varie alors de ! a + ! r“ﬁff
o4 . 24 24 3%2)

Cette propriété est intéressante en filtrage NnumErique.

Le cale
dont on co
En rem

" trés simple;

Heélas s
Llalgori

. car il évite

Sionpc

‘est un nom

Ainsi w

~at quand ki

L’idée d
PAT un exer
Soit N




. par définition vaut

(14.3)

ot donc 4 fois sa

Fis)=4.50)

14. Transformée de Fourier discréte

5. LA TRANSFORMEE DE FOURIER RAPIDE
(TFR OU FFT)

Le calcul de N, échantillons de la transformée de Fourier d’un signal (1)
dont on connait également N, échantillons a été exposé dans ce chapitre.

En remplagant 'exponentielle par sinus et cosinus, il est possible d’obtenir
trés simplement le résultat a I'ordinateur.

Hélas la durée du calcul croit comme N32.

Lalgorithme de Cooley et Tukey (1965) réduit beaucoup le temps nécessaire
car il évite que soient répétées des opérations déja faites.

2n kn
Sionpose w =e 'No (racine No-iéme de I'unité), ona w* = ¢ 72"Ng, kn
est un nombre entier.
Ainsi w*" ne peut prendre que N, valeurs différentes (les racines de I'unité)
et quand kn évolue, on repasse par les mémes valeurs.
L’idée de Cooley et Tukey exploite cette remarque que nous allons illustrer
par un exemple simple.
Soit Ny =2°=8, calculons S(nFy) pour n=0,1,..7
Np—1
SnFy)= Y s(k).w™

k=0

Fig. 14.3.

Développons en séparant les termes k pairs et impairs. Il vient
S(nFo) = sO)w" + s(2) . w?" + ...5(6) . w*" + s()W'" + s(3)w3" + ...
Comme w'*®=w.wb, ona wi"=wo", win, w3 =y wyin
wite impaire contient w'” en facteur et s’écrit
wh[s(1) . wo" + s(B)w?" + ... + s(T)w"].

linsi S(nFo) = Sp(nFo) + w' . S,(nF,).
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Sp st la T.F.D. calculée avec s(0), s{2) ... les termes de rang pair,
S, est la T.F.D. calculée avec s(1), s{3)... les termes de rang impair,

Les facteurs w étant w wa,

calcul est divisé par 2.
Ldée ci-dessus est poursuivie eq partageant eucore en deux chaque liste

jusqu’aun terme uitime ot il n'y a plus que deux achantillons. {Cest pourguei on
prend Ny = une puissance de 2.)

6. TRANSFORMEE DE FOURIER
A PLUSIEURS DIMENSIONS

Les opticiens utilisent la transformée de Fourier sous son aspect spatial.
1a transformée d’un signal A(x, y) ol >
position dans le plan s'écrit:

+
fq“(d, B] = j‘J‘ A(x, ¥) e‘jzﬂﬁx“'ﬁ)’] dx d_‘.’

— e

et § sont les [réquences spatiales, par analo gie avec la transf ormée du signal

temporel.
Le traitement d’images est unc opération (
tion des busses fréquences {spatiaies) améliore 1
ie «fond continu» (voile) d’une image apparait sous
zéro. Son élimination amétiore ie contraste.
Sous sa forme discréte, en vue du traitement mumérique dimages, o}
transformée de Fourier 4 deux dimensions s'exprime par : :

ﬂnlg ”’2} =35. 2 2 A[kla kz) c'_ji%{k;“l‘*kzrlz}

ky k2

S est Pélément de surface, N2 est le nombre total d'échantillons {(suppose K

dans chaque direction).

., les mémes dans tes deux cas, le temps de |

x et y représentent les variables de’

signal réel

dualité

temps réduit

retard

st S([] -+ 0
quand t —

convolution
produit
corrélation

|
!




apair.

cas, le temps de

1deux chaque liste
|Cest pourquoi on

 aspect spatial.
it les variables de

filtrage. L'élimina-
(etails. Par exemple
gmposante spatiale

atillons (supposé Ny

Transformée de Fourier. Formulaire.

Espace temporel (t)

Espace fréquentiel (f)

signal réel

dualité

temps réduit

retard

sis(t) — 0
quand t — <«

convolution
produit
corréelation

s5(1)
s(—1)

S(1)
S(—1}

(@)
S Faat
lo

s(t — to)
ejlx}'or . s(1)

ds
=
— j2ni . s(t)
(x = y)()

X.y
(x % y)t

S(N)
S(—= 1) = S*(f)
s(— 1)
s(+ )

lto] S(f10)

e'J'Z’lfln . S{,”
S(f — fo]

2nf.S()
ds
df
X.Y

(X * Y)(/)
X*,

o(n)

Un(t)

L (1)

1 1.
30t +10) 450t —1o)

cos (27 fy1)

1
5 sen (1)

GAUSS e 2w/

Un([f)

cos(2nityf)

28 1
30 +So) +50(f = fo)

partie
imaginaire

f

non
représentable

partie

imaginaire

— ju sgn (f)

F————

A
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CHAPITRE 15

FONCTIONS DE TRANSFERT

1. DEFINITION

Soit un systéme linéaire 4 temps invariant (S.L.T.L), de réponse impulsion-

netle k.
JLorsque le systéme.au repos est excité par une action causale sa réponse

(forcée) s'exprime (chap. 6, § 4) par le produit de convolution
y=h#%u

Si on applique & cette relation temporelle une transformation appropriée (£, 3
ou ¥), on obtient le produit simple des transformées ¥ = H . U.

Y , . . .
H= U est 1a fonction de transfert du systéme, c’est aussi la transformée de

sa réponse impulsionnelle.

2. FONCTION DE TRANSFERT D'UN SYSTEME
A TEMPS DISCRET

La relation entrée-sortie est une équation récurrente, les valeurs initiales sont -
nulles, excitation u est cansale. Par exemple, en &crivant  y(kd) = y(k} pour

alléger 'écriture on & |

ylk + 2) + ay y(k + 1) + aq y(k) = bouk) + byulk + 1}

{0y =y(1)=0 u(k)y=0 pour k=0
En prenant la transformee en z, et compte tenu des conditions initiales nulles,
on obiient :

Y{2)(z® + a,z + ap) = U{2)(bg + b12)
Y
2 _ by + bz ; (15.1)

Uy ap+az+z

H(z) =

apparait comme une fraction rationnelle en z.

Il est int
rieur, quelqt
Si on rer
transformée
Cette pro
en fréquence
on déduit pa
on s'impose

La relatic
initiales y(07)

de Laplace d
en p.

Par exemple

donne
ce qui déternt

La fonction
fonctions de -

Dup

4.1. Quel &

Un systém
{ou systéme d

<c’est H{z).

Mais le sy

G(p).

Peut-on tr
La réponse




RT

gponse impulsion-

susale sa réponse

o appropriée (€, 3
s .

i1a transformée de

; STEME

\leurs initiales sont
j(kd) = y(k) pour

ulk + 1)

Gons initiales nulles,

(15.1)
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Il est intéressant d’observer que le degré du numérateur sera souvent infeé-

rieur, quelquefois égal 4 celui du dénominateur.

Si on remplace z par ¢/>/2 dans (15.1) on obtient d’aprés chap. 14, §4,la
transformée de Fourier H,(f) de la réponse impulsionnelle h(k).

Cette propriété est & la base de la synthése des filtres numériques. La « réponse
en fréquence » du filtre se traduit par un gabarit de | H,(f)| qui est impose, duquel
on déduit par des méthodes d’estimation les coefficients ag, a, ... du filtre (dont
on s’impose a priori la structure).

3. FONCTION DE TRANSFERT D’UN SYSTEME
A TEMPS CONTINU

La relation entrée-sortie est une équation différentielle linéaire, les valeurs

: 2 Y .
initiales y(07), ... u(07) ... sont nulles. H(p) = F((f)—)} calculée aprés transformation

de Laplace de I’équation différentielle apparait comme une fraction rationnelle
en p.

Par exemple V() + ay y(0) + ay y(1) = bou(n)

donne Y(p)(p* + ayp + @) = by U(p)

Y(p)

U(p)

La fonction de transfert de systémes linéaires en cascade est le produit des
fonctions de transfert.

ce qui détermine H(p) =

4. FONCTION DE TRANSFERT )
D’UN SYSTEME (CONTINU) ECHANTILLONNE

4.1. Quel est le probleme ?

Un systéme analogique placé entre échantillonneurs est un systéme numeérique
(ou systéme discret). Sa fonction de transfert est donc définie dans 'espace z,
c'est H(z).

Mais le systéme analogique (continu) est connu par sa fonction de transfert
G(p).

Peut-on trouver trés simplement H(z) connaissant G(p)?

La réponse est NEGATIVE dans le cas général.
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La démarche passe alors (*) par les fonctions du temps.
-1

Gp) — gl) — glkd) > H(z).
En raccourci H(z) = 3[G{p)].

B

Utzh . Hiz) = Y(2)

Fig. 13.1.

4.2. Systéme échantillonné muni d’un bloqueur d’ordre zéro (B.O.Z.)

Dans les chaines de régulation, le systéme échantillonné contient un blogueunr
d’ordre zéro {chap. 4, § 5), en sorte que l'entrée du processus, u(t), bloquée, est

en marches d’escalier.

G(p)

Processus

Fig. 15.2.

. Y
La fonction de transfert H{z) = % s’écrit donc d’aprés (15.2)

Hz) = 3[B(p) . G{p)} (15.3)

{(*) Dans le tome 2 nous verrons des méthodes simples (toais trés approximatives) pour obtenit’
H(z) 3 partir de G(p) pour des systémes avec leur bloquenr d'ordre zéro. L'une d'elle consiste §

z
| -, .
remplacer p par Y RPE dans G(p)

11 faut
en 3[B(p).

Déterro

Le B.O
de l'impuls
durée 4.

Ona

et

&’ou X =
(¥

En report.

G(p}
— pgf

. Péchantillonn;:

e—pd , G(pJ
4
" Ppas, ce qui se



lient un bloqueu”
), bloquée, est

tives) pour obicnig
¢ d’elle consiste 2
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It faut absolument noter gue le produit B{p) . G(p) ne peut pas étre séparé
en 3[B(p)] . 3LG(].

Déterminons la fonction de transfert B(p) du B.O.Z. d’aprés la figure 15.3.

Le B.O.Z. bloque Timpulsion unitaire pendant le temps 4, jusqu'a larrivée
de limpulsion suivante {ici nulle); sa sortie est donc un créneau usnitaire de

Upy=1

1 1
= —=e P4 (chap. 8 §4
Yip) P (chap. 8 § 4)

- o b e -y

8(p)

Fig. 15.3.

En reportant dans (15.3) il vient

3

G
-—L'?l est la Transformée de Laplace d'une fonction du temps dont

b
G
Péchantillonnage admet une transformée en z notee 3[-—%}*}

G . : o . \
e, (p) représente la fonction du temps précédente mais retardée d'un
P

pas, ce qui se traduit dans le plan z par la multiplication par 2~ . donc

H(z) = 5[9_(17_]] — 3'15[2@.]
p p

\EZ) 1=z, 3[9_;Elﬂ (15.4)
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Exemple
s . ; K .
Un systéme continu du premier ordre G{p) = 1T 7 muni d’'un B.OZ et

échantillonné a pour fonction de transfert
K
Hz=(1—-2z"1.3
(2= ( ) o0+ T)
Evaluons H(z) selon le schéma décrit an § 4,1.
AR S S PRV ST e s(kd)
t+7/ ’

G _ ¢

gui admet comme transformeée ¢n z: 3 5 =
4

1—e 97

H{z) =K . ———-
(@) =K. —=m
Des formules de correspondances regroupées dans un tableau en fin d’ouvrage

faciliteront ce travail.

APPENDICE

Nous allons donner ici quelques démonstrations {rapides) relatives aux
transformées de Fourier au sens des distributions de 3 fonctions particulidres.

1/1 , , )
1. Transformée de s(f) = \7 est dénommée pseudo-fonction

Soit S(f) la transformée cherchee.

. . .., dS X 1
D'aprés le théoréme (*) sur la dérivee, 37 est transformée de (- j2ut) . T

Donce S'S—' = —j2n . 8(f), transformée de la constante — j2m.

df

L ; .1 . . 1 .
*) Son application ici pose probléme, car la fonction — ne décroit pas plus vite que... — e qul
P . : q

esl T'expresse condition de validits du théoréme, av sens des fonctions. Nous sommes fci dans les

distributions!

En imteég
Détermi
s{tjestr
impaire, ain

avec
done 2K =

Alnsi

! tla di
tCSadl

2. Transfo

Drapzés

3. Transfo

dong

On obsen
transformée d

On remarque
a précisément

LLF (6] qui v
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En intégrant, S(f) = —j2=n . I'(f) + constante.

Déterminons la constante d’intégration.

i dun B.O.Z. et s(t) est réelle et impaire, donc S(f) est imaginaire pure et de partie imaginaire
impaire, ainsi :

S(f)=jl=2n.I(f) +K]

avec —2nl(— )+ K= —(=2ar(f) + K)
donc 2K =2n(l(f)+ I'(— f))=2n.

t

i o 1
|-e T Ainsi 37|:-:| = jn(l = 2I'(f))

r'——'z___de) d’on 1 e 1
1—¢ F est la distribution associée a la pseudo-fonction T

hien fin d’ouvrage

2. Transformée de s(f) = sgn (¢) [lire signe de (]

1 pour t >0 P

sgn () =2r(t)—1 car sgn{t)={_1 S § <0

D’aprés le résultat précédent et le théoréme de dualité

7 W QPR ey
J[I*ZF[t)]—jnf d’ou .‘F[sgnt]—jﬁf.

jis) relatives aux

s particuliéres.
3. Transformée de s(t) = I'(¥)
1
—fonction) F@ereg-1]= Py 25[I'] - 6(f)
| d F]= I i
onc [ ___W 5 { ) . )

1
g de (— j2nt) . . _
On observe que I'on n’a pas pu appliquer le trés commode théoréme sur la
5 transformée de la dérivée car s(t) ne tend pas vers zéro pour ¢ tendant vers l'infini.
- 1 1
On remarque que I'(z) et 5 sen (t) différent d’une constante de translation > qui

1
a précisément pour transformée 3 8(f). Lexpression F[I'] est & rapprocher de

1 7
ilus vite que ... = ce qui

1 . 1 . .
LLr(t)] qui vaut E On est donc tenté d’écrire F(I) =W qui est inexacte.

s sommes ici dans les
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4. Transformée d’un peigne de Dirac

L= +f 5(t — i4) (A1)

di= 3, 1. g~ 2%i4  (théoréme dut retard) (A2)

j=—m

Sous cetie somme manifestement non convergente au Sens des fonctions, mais
convergente au sens des distributions, se cache un auire peigne de Dirac.
La démonstration gchappe au niveau de ce cours, mais nous pouvons
approcher la solution.

1) Uidest une « fonction » de f, presque partout nuile. 11 y & 1a une propriété
yraie pour toules les fonctions périodiques et LiKz) Vest (période 4).

2) (1 est une « fonction » de f, périodigue et de période R

e . i
En effet : ¢ ~2/¢ est périodique, de période Fo =~ pour toutes les valeurs

de n.
On lg vérifie en changeant fen f+ Fo.

3} L1 se présente donc comme une « fonction » nuile sauf aux points ..~ Fo,
0, Fo, 2Fg

o~ . a . . .
Admettons 1) formee dimpuisions de Dirac de mesure inconnue 4.
1

Diea S 8 —nFg) avee Fo=7 (A3)

n——%

La recherche de la mesure de «a» reiéve de considérations gnergetiques.
On doit avoir d’apres les gxpressions (A.2) et (AD)

a¥ 8(f —nFo)= Z!: g iS4,

N F
Formons lintégrale de mesure de a en-sommant les deux membres de — ~23

Fog . .-
g 4+ =, il vient:
3 1 il

Le m
s'écrire e
Fp
2
(

Z)s
Z

Mais

représen




(A1)
d) (A.2)

\les fonctions, mais
kme de Dirac.
jAis NOUS pouvons

jala une propriété
fode .il}
1

3

Ir toutes les valeurs

{qux points ...— F,
ionnue a.
(A3)
ins énergetiques.
Fy

i membres de — 5

e —

15. Appendice

f :a BN T = ﬁ (Z e‘ﬂ’“'fd) df.

Le premier membre vaut a, «mesure» du Dirac central. Le deuxi¢me peut
s‘écr}irc en permutant (est-ce-licite?) les ordres de sommation g
[1]

2 s W e i :
X , € PTAAS qui s'intégre facilement et vaut -
: 0
A ]
2

i“i:‘”_l_ sin (in)

|'=~ar.-‘dl iﬂ"

car FoA4 =1,

1
4

sin (im 3 : % g .
Mais ,( ) vaut zero partout sauf pour i = 0, ot il vaut 1. D’oti | g =
in 3

représente la mesure de COI(f).
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